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Resumen 
 
El objetivo de la optimización topológica de estructuras es obtener la 
distribución óptima del material (indicando las zonas donde hay y no hay) 
predefinido en un dominio cumpliendo las condiciones establecidas, es decir, 
que soporte el valor de las cargas que se disponen a lo largo del dominio. 
 
En los inicios de esta disciplina se buscaban soluciones a los problemas que 
maximizaran la rigidez de la estructura utilizando un volumen de material 
prefijado. Estas soluciones desde un punto de vista ingenieril no eran 
prácticas, ya que las mejores soluciones no son las que más rigidez aguanten, 
sino las que aguanten la carga necesaria de una manera mucho menos 
costosa y más económica. Por lo tanto, en la actualidad empezaron a surgir 
métodos de optimización de estructuras basándose en minimizar el peso 
soportando unos valores prefijados de tensión, a partir de derivar una función 
objetivo que caracterizaba la estructura. En este trabajo se estudia un nuevo 
método a los conocidos hasta el momento basado en el problema de 
optimización natural de las estructuras óseas a lo largo de la evolución de las 
especies. 
 
Para realizar el cálculo estructural se dividirá el dominio en elementos finitos, y 
gracias al Método de los Elementos Finitos se obtendrán valores de tensión 
que utilizará el algoritmo con este nuevo enfoque implementado. 
 
Al final de este trabajo se expondrán cinco ejemplos de aplicación de este 
nuevo método y se compararán con un método más estudiado para demostrar 
que las soluciones que da son buenas y en un futuro podrá ser un método de 
optimización topológica competente. 
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Overview 
 
 
The objective of topological optimization is to obtain structures with optimal 
distribution of material (indicating areas where there is material or there is not 
any material). The material is default in a domain, it is complying the 
conditions, ergo withstand the value of the forces to be arranged along domain. 
 
At the beginning of this discipline, the engineers were seeking solutions to 
problems that maximize the rigidity of the structure using a fixed volume of 
material. These solutions, from an engineering point of view, were not practical. 
The best solutions are not which can withstand more rigidity; the best solutions 
are which can withstand the required load with less cost. Therefore, today 
began to emerge structures optimization methods based on minimizing the 
weight bearing pre-set forces values, derived from an objective function 
characterizing the structure. This assignment studies a new method based on 
the natural optimization problem of bones structures along the evolution of 
species. 
 
To do the structural analysis domain, it will be divided into finite elements, and 
through to the Finite Element Method will be obtained the value of the stresses 
that uses the algorithm implemented with this new approach. 
 
At the end of this assignment, it presents five examples of application of this 
new method and compared with another, more studied, method to show that 
the results are good and in the future may be a relevant method of topology 
optimization. 
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INTRODUCCIÓN 
 
 
La optimización topológica de estructuras pretende buscar la distribución más 
adecuada de material que hay que distribuir en un dominio predefinido para 
soportar las cargas previamente definidas. Como objetivo principal tiene que 
indicar las partes del dominio en las que hay y no hay material. Tendrá que ser 
de la forma más binaria posible, es decir, que en la solución se vea claramente 
definida la estructura, sin ambigüedad en el valor de la variable de diseño, que 
para este caso será el espesor. Para muchos otros métodos la variable de 
diseño es la densidad relativa del material. 
 
Este trabajo es la introducción al estudio de un nuevo enfoque en la 
optimización topológica basado en el problema de optimización natural de las 
estructuras óseas a lo largo de la evolución de las especies. El método sigue 
dos pautas extraídas del comportamiento de huesos sometidos a tensiones: las 
zonas del dominio que soporten los esfuerzos mayores serán reforzadas 
aumentado su espesor, mientras que a las zonas del dominio que soportan 
menos esfuerzo se les reducirá el espesor para reducir peso. 
 
Los objetivos del trabajo son los siguientes: Primeramente estudiar el estado 
actual del arte de la optimización y ampliar el conocimiento de la materia. 
También se tendrá como objetivo entender la formulación matemática para 
resolver el problema estructural, que en este caso será el Método de los 
Elementos Finitos. Un objetivo más será el estudio del algoritmo y ver como se 
comportan las soluciones en función de la malla y como afecta eso al tiempo de 
cálculo y buscar soluciones para minimizarlo. El objetivo principal del trabajo 
será demostrar que este nuevo enfoque da buenos resultados comparándolos 
con otro método mucho más estudiado como es el método de las restricciones 
en tensión minimizando peso. También tiene como objetivo entender el 
comportamiento del algoritmo en función de sus parámetros internos y así 
lograr las estructuras más ligeras que este método puede proporcionar. El valor 
de los parámetros que hacen el resultado óptimo varía según la forma del 
dominio, la posición y el valor de las cargas y los puntos de apoyo. Por lo tanto 
un objetivo más, es encontrar una relación entre estos parámetros para que no 
exista la necesidad de cambiar el valor antes de realizar cada ejemplo, sino 
que se haga automáticamente. 
 
A lo largo del trabajo se pueden ver ventajas e inconvenientes de este método 
respecto a los otros, la principal ventaja es que este método no tiene la 
necesidad de tener una función objetivo que minimizar con el cálculo de 
gradientes y derivadas de primer y segundo orden. Todo esto se traduce en 
tiempos de cálculo reducidos, pero sin embargo los resultados obtenidos no 
son tan buenos como los obtenidos por otros métodos. 
 
La distribución del trabajo es por capítulos; en total hay cinco. El primero es 
una breve explicación del estado actual del arte de la optimización de 
estructuras, para tener más conocimientos sobre el tema. El segundo es una 
explicación de método matemático utilizado, el Método de los Elementos 
Finitos. En el tercer capítulo se encuentra una explicación del algoritmo junto 
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con un estudio de la malla de elementos finitos, y como afecta al tiempo de 
cálculo. En el cuarto capítulo hay una explicación de cinco ejemplos de 
aplicación del algoritmo y como afectan los parámetros internos de este a la 
solución final, junto con una comparación con otro método de optimización y 
así comprobar que los resultados obtenidos son correctos. En el último capítulo 
se tienen las conclusiones finales del trabajo y las futuras líneas de 
investigación, puesto que este trabajo es la introducción al método y deja 
muchas puertas abiertas. 
Estado del arte de la optimización de estructuras         3 
CAPÍTULO 1. ESTADO DEL ARTE DE LA 
OPTIMIZACIÓN DE ESTRUCTURAS 
 
Tradicionalmente el diseño óptimo de estructuras ha estado basado en la 
optimización de formas y dimensiones. Sin embargo, más recientemente, se ha 
abierto un nuevo camino en la investigación en el que obtener estructuras 
óptimas sin la necesidad de definir previamente la tipología de la estructura. 
Esta corriente es la optimización topológica, la cual da tanto la tipología como 
las dimensiones que hacen óptima la estructura. 
  
En sus principios, se utilizaban unas formulaciones que daban una solución 
que maximizaba la rigidez de la estructura, según unas limitaciones en la 
cantidad de material a utilizar, lo que presentaba algunos inconvenientes. 
Desde un punto de vista numérico presentaban serias inestabilidades 
numéricas, lo cual formaba estructuras con configuración en damero, pero 
tenían ventajas computacionales ya que el cálculo era más rápido. Desde un 
punto de vista más práctico era obvio que muchas veces la solución que daba 
era demasiado cara, ya que no siempre interesaba que la estructura aguantara 
la máxima carga, sino que fuera más ligera y abaratara la solución. 
 
Más tarde empezaron a proponerse formulaciones diferentes a la dicha, que 
minimizaban el peso siguiendo unas limitaciones en tensión o desplazamientos. 
Es una formulación muy interesante, ya que minimizaba los costes, algo muy 
habitual en todos los ámbitos ingenieriles, porque muchas veces no era tanto la 
necesidad de tener la estructura con mayor rigidez, como la necesidad de 
tenerla más ligera y por lo tanto menos costosa. 
 
Existen dos tipos de distribución topológica, la optimización discreta, y la 
optimización continua. En la formulación discreta se encuentra que los valores 
de la densidad relativa solo pueden valer 1 o 0, 1 cuando hay material y 0 
cuando no lo hay. La continua, en cambio, tiene valores de densidad relativa 
entre 0 y 1. [1] [3] 
 
 
1.1. Formulaciones discretas del problema 
 
La formulación discreta presenta una ventaja respecto la continua, ya que al 
presentar distribuciones de vacío-lleno, facilita la fabricación de la estructura. 
También, al ir eliminando el material que no es necesario, evita ciertos 
problemas numéricos. Sin embargo, los problemas discretos son mucho más 
complicados de solucionar, en la formulación continua se pueden utilizar 
técnicas de programación matemáticas muy extendidas en otros ámbitos de la 
optimización con variables continuas. 
 
Los algoritmos más utilizados para resolver problemas discretos son: los 
criterios de optimalidad, la optimización estructural evolutiva (ESO), el método 
de optimización jerárquico de búsqueda por proximidad, así como el método de 
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las curvas de nivel, el método de la burbuja o los algoritmos genéticos. A 
continuación se incluye una breve explicación de cada uno. 
 
 
1.1.1. Criterios de optimalidad 
 
Esta técnica se basa una hipótesis o condición de partida que caracterizará la 
solución, y en un criterio de optimalidad, que hay que definir previamente para 
cada problema de una manera adecuada, que permitirá llegar a una solución 
óptima los más adecuada y realista. Con esta hipótesis el problema se 
simplifica y puede llegarse a una solución de una manera fácil, ya que todos los 
diseños deben cumplir la exigencia establecida. Básicamente, el algoritmo hace 
lo siguiente: 
minimizar  F(x) 
cumpliendo  gj(x) j= 1,…, J       (1.1) 
 
 
Donde gj es el criterio de optimalidad que se utiliza y J el número de criterios 
totales. 
 
Se ve claramente que la solución final dependerá de la adecuación del criterio 
de optimalidad empleado para cada problema en particular. [1] [2] 
 
 
1.1.2. Optimización Estructural Evolutiva 
 
Este método consiste en ir eliminando material del dominio progresivamente, 
siguiendo unos criterios preestablecidos. Se eliminan aquellas partes de la 
estructura que no alcancen cierto nivel de tensión definido previamente (esta 
tensión acostumbra a ser la de Von Mises) y se va aumentándola hasta que se 
obtiene la solución adecuada (normalmente se aumenta hasta la tensión de 
Von Mises máxima admisible). 
 
El algoritmo clásico de la optimización estructural evolutiva, presentaba una 
clara desventaja, ya que una vez se eliminaba un elemento, en las siguientes 
iteraciones ya no se podía contar con él. Más tarde, se revisó el método y 
lograron mejorarlo, de manera que se podía recuperar elementos eliminados. 
[1] 
 
 
1.1.3. El método de optimización jerárquico de búsqueda por 
proximidad 
 
Es un método que permite resolver el problema discreto minimizando el peso 
con restricciones en tensión. El algoritmo se basa en la utilización de dos 
mallas, primero una más gruesa y luego una más fina. En la malla gruesa se 
hace una primera distribución del material, eliminando el elemento más 
adecuado entre sus elementos adyacentes, siguiendo unas restricciones en 
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tensión. A partir de este diseño, se repite el proceso con una malla mucho más 
fina. 
 
Es un método muy lento y costoso, pero por lo general, proporciona estructuras 
con una  buena distribución vació-lleno. [1] 
 
 
1.1.4. Método de las curvas de nivel 
 
Es un método que da la distribución del material mediante una función de muy 
alto orden, de manera que la topología final de la solución se obtiene mediante 
la curva de nivel de valor cero de la función. Serán zonas con material las 
regiones del dominio con curvas de nivel superior a la de valor cero. Las zonas 
restantes no presentarán material. [1] 
 
 
1.1.5. Método de la burbuja 
 
Es un método que se desarrolla en dos fases. Primeramente se busca el mejor 
contorno, modificando la geometría de los contornos. Una vez encontrada la 
geometría externa más adecuada, se procede a buscar el mejor punto del 
dominio para introducir un agujero infinitesimal o “burbuja”, allá donde las 
tensiones sean mínimas. El proceso se va repitiendo y se detendrá cuando se 
haya llegado al número preestablecido de agujeros, o cuando estos ya sean 
muy pequeños. [1] [2] 
 
 
 
Fig. 1.1 Esquema de evolución del Método de la Burbuja [1] 
 
Es un método atractivo ya que presenta distribuciones del material vació-lleno y 
por las formas suaves del diseño. 
 
 
1.1.6.  Algoritmos genéticos o evolutivos 
 
Como el propio nombre indica se basa en las leyes de la evolución de las 
especies de Darwin, en 1859. Donde se define la selección natural como el 
proceso que mantiene las diferencias individuales favorables y erradica las 
perjudiciales para una especie. 
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El algoritmo es el siguiente: a una población lo bastante amplia de candidatos a 
soluciones, se les va aplicando operadores característicos de la evolución y la 
selección natural. Estos operadores son recombinación, mutación y la 
selección, entre muchos otros. 
 
Esta técnica cada vez está siendo más utilizada e investigada ya que es muy 
versátil y se utiliza para muchos ámbitos, aun así, esto también es una 
debilidad ya que no está especializada. [1] [2] 
 
 
1.2. Formulaciones continuas de problema 
 
Las formulaciones discretas presentan algunas ventajas importantes pero, 
normalmente, requieren de un coste computacional excesivo. Por ese motivo 
se han propuesto formulaciones continuas para las variables que simplifican las 
dificultades de la resolución. 
 
Lamentablemente esta formulación introduce algunos inconvenientes 
numéricos, ya que las densidades relativas de los elementos pueden tener 
infinitos valores, entre 0 y 1. 
 
Como se ha hecho con la formulación discreta, ahora se verán los métodos 
más utilizados de formulaciones continuas. 
 
 
1.2.1. Técnicas de homogenización 
 
Es una la técnica basada en un procedimiento matemático de obtención de 
modelos constitutivos a partir de microestructuras resistentes. Presenta 
algunas dificultades por la formulación continua, como es la dependencia de la 
malla y la disposición del material en damero, para distribuciones de máxima 
rigidez. 
 
El auge de esta técnica fue en el año 1988 con los trabajos de Bendsøe y 
Kikuchi [5] en los que se aplica la teoría de homogenización en problemas 
reales, y se proponen formulaciones de máxima rigidez con restricciones en 
volumen de la estructura. Hay quien dice que este fue el nacimiento de la 
optimización topológica. A raíz de un estudio de esta técnica han nacido 
numerosas aplicaciones prácticas que utilizan estos modelos de material, 
incluidos en formulaciones continuas del problema de optimización, mediante 
esquemas de máxima rigidez o mínimo peso.  
 
En los primeros trabajos, ya nombrados de Bendsøe y Kikuchi [5], se utilizaban 
modelos de microestructura basados en elementos cuadrados con un hueco 
rectangular de tamaño variable en su interior, más conocido como “hole-in-cell”. 
Del “hole-in-cell” se pasó a plantear otras microestructuras donde aplicar la 
teoría de la homogenización. A continuación se mostraran algunos ejemplos. 
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1.3.1.1. Modelo de material “hole-in-cell” 
 
Ha sido el primer tipo de microestructura planteado para resolver problemas 
con variables continuas. En cada celda se introduce un agujero cuadrado de 
tamaño variable que se puede orientar de la manera más adecuada. 
Posteriormente, se empezaron a usar celdas con agujeros rectangulares y con 
dimensiones variables. Por lo tanto, se tenían tres variables: las dos 
dimensiones del rectángulo y la orientación.  
 
 
 
Fig. 1.2 Esquema del método hole-in-cell [1] 
 
 
La desventaja de este modelo son el gran número de variables, 3 para cada 
elemento más unas pocas variables de diseño más por elemento, para así 
definir el tensor de elasticidad del material. 
 
 
1.3.1.2.  Modelo de microestructuras formadas por capas 
 
Es un modelo que utiliza microestructuras formadas de capas de material con 
diferentes propiedades y orientación. Esta formulación no aporta ventajas 
respecto al método “hole-in-cell”, en lo que a coste computacional se refiere, ya 
que utiliza también muchas variables. Pero por otra parte, este modelo 
presenta una singularidad, que según la solución que se quiera puede ser 
beneficiosa, ya que cuando las direcciones de las fibras coinciden con la de los 
principales esfuerzos a los que está sometido el material se obtiene la solución 
de máxima rigidez. Es el método más adecuado para resolver problemas de 
máxima rigidez con restricciones en volumen. 
 
Pero aplicar el método en la práctica es algo complicado, ya que como en el 
“hole-in-cell” se necesita de muchos parámetros para dimensionar la 
microestructura y además suele dejar zonas con una densidad relativa con 
valores intermedios, por lo tanto son soluciones poco razonables, ya que 
siempre se intenta obtener soluciones lo más binarias posibles (distribución 
vació o lleno) para que sea más fácil realizar la estructura en la práctica. [1] [2] 
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Fig. 1.3 Microestructura por capas [1] 
 
1.2.2. Material Sólido Isotrópico con Penalización (SIMP) 
 
Como se ha comentado antes, los modelos de microestructura que se acaban 
de presentar tienen limitaciones, tanto en el elevado número de variables, 
como en lo difícil que es llevarlos a la práctica por la presencia de regiones con 
intensidades intermedias (sobre todo en el caso de la microestructura formada 
por capas). Estos inconvenientes motivaron al desarrollo de  nuevos métodos 
continuos que reduzcan la complejidad. El más extendido es el modelo de 
material sólido isotrópico con penalización o SIMP, de sus siglas en inglés 
“Solid Isotropic Material with Penalty”. 
 
La formulación SIMP no surgió mediante las técnicas de homogenización como 
es en el caso de las microestructuras presentadas anteriormente. Sino que se 
planteó directamente a partir de una expresión matemática, donde el tensor de 
elasticidad se multiplica por unas penalizaciones en las regiones donde la 
densidad relativa es intermedia y así lograr una estructura más binaria, sin 
analizar la física del problema. Una vez aplicada esta formulación matemática a 
los problemas de optimización se demostró que los resultados eran 
microestructuras físicamente factibles. También se estudió el comportamiento 
del método en función de parámetros como el módulo de Poisson y de Young y 
el valor de las penalizaciones, los resultados que ofrecía eran muy buenos, 
sobre todo para valores corrientes de los módulos, ya que daba como resultado 
un material formado por partes huecas y partes sólidas. 
 
Este método también tiene claros inconvenientes, uno de ellos es que la 
solución depende en gran parte de las penalizaciones impuestas y de la malla 
de elementos finitos. Además si lo que se busca son estructuras de máxima 
rigidez nos da estructuras en distribución de damero. [1] 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 1.4 Ejemplo de estructura con distribución en damero [1] 
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1.2.3. Método de las restricciones en tensión minimizando el 
peso 
 
La optimización topológica con formulación que minimiza el peso con 
restricciones en tensión es uno de los métodos más utilizados y extendidos en 
la materia de optimización de estructuras. Estas restricciones limitan y 
comparan una tensión de referencia, que suele ser la tensión de Von Mises a la 
tensión máxima admisible de fallo. La tensión de Von Mises es una tensión 
promedio de la estructura, la cual si supera un máximo, la estructura puede 
sufrir una falla. 
 
Para resolver el problema se discretizará el dominio en una malla de Elementos 
Finitos, utilizando como variable la densidad de material para cada elemento. 
Para resolver el problema se propone una función objetivo con un conjunto de 
penalizaciones en tensión y limitaciones en densidad, que favorecen a la 
aparición de una solución binaria, la cual hay que minimizar utilizando 
derivadas de primer y segundo orden. Hay diferentes tipos de restricciones de 
tensión, la de tipo local, la de tipo global y la reducción por bloques de tipo 
local. 
 
Una vez está planteado el problema de optimización hay que proceder con el 
cálculo de la estructura. Para ello se utiliza el Método de los Elementos Finitos, 
ya que es un método fiable y es capaz de incluir las variables de diseño, como 
lo es la densidad relativa del elemento. 
 
Por culpa de la complejidad de cálculo, debido al gran número de variables, la 
no-linealidad de la función objetivo y de las restricciones, los algoritmos que se 
implementan para resolver el problema suelen ser con costes computacionales 
muy altos y con grandes tiempos de cálculo, por lo tanto, se buscan algoritmos 
que proporcionen soluciones adecuadas con un coste computacional asumible. 
 
A lo largo del trabajo se irá comparando este método con el método de 
optimización, basándose en el algoritmo de crecimiento de huesos, para así 
demostrar si el método estudiado es factible y garantizar su competitividad. [1] 
[3] 
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CAPÍTULO 2. MÉTODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS 
 
2.1. Introducción 
 
Para solucionar el problema estructural se utilizará un método numérico 
conocido como el Método de los Elementos Finitos (MEF). Es una técnica que 
permite la resolución de problemas de optimización topológica dando 
soluciones aproximadas de un dominio continuo que discretiza en elementos 
finitos. En el caso estudiado serán elementos triangulares de tres nodos, por 
ese motivo la solución dependerá en gran parte de la calidad de la malla. 
  
El método de los elementos finitos da una solución numérica de una estructura, 
cuerpo, dominio, etc. en la que se tienen definidas unas ecuaciones 
diferenciales que caracterizan el comportamiento del cuerpo. Primeramente,  
se discretiza el cuerpo en un número elevado de elementos finitos que no 
intersecan entre sí. Estos elementos están unidos por unos puntos, los cuales 
serán llamados nodos, por lo tanto un nodo puede pertenecer a más de un 
elemento. A su vez, este conjunto de nodos forma una malla a lo largo del 
dominio. [4] 
 
 
Fig. 2.1 Esquema de un dominio dividido en 8 elementos triangulares de 3 
nodos 
 
 
2.1.1. El MEF aplicado a estructuras de barras 
 
A continuación se muestra un caso particular de manera analítica del análisis 
de una barra, se introduce el método explicando el análisis de una estructura 
de barras, ya que es un ejemplo muy simple y servirá para entender el método. 
Después se procederá a explicar el análisis para problemas de elasticidad 
bidimensional, que es el caso de las estructuras que se estudiarán en el 
capítulo 4. 
 
Se hará el planteamiento de manera matricial que es como trabaja el MEF. Las 
ecuaciones matriciales de una estructura de barras se obtienen a partir de 
estudiar el equilibrio de cada una de las diferentes barras. Por ejemplo, se tiene 
una barra de longitud l sometida a fuerzas axiles. De lo que  se deduce que la 
deformación en cualquier punto de la barra es igual al alargamiento relativo, 
siendo u1 y u2 el desplazamiento del extremo 1 y 2 de la barra. 
 
 
         (2.1) 
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Con la ley de Hooke se sabe que la tensión axial σ está relacionada con la 
deformación y con el módulo de elasticidad E. Considerando que el material es 
homogéneo y con una sección transversal A, se obtiene el esfuerzo axil N, que 
es el que se transmite entre los nodos adyacentes. 
 
 
   (2.2)         (2.3) 
 
 
Ahora se establece la condición en las fuerzas que actúan en los extremos de 
la barra R1 y R2. Donde  
 
 
          (2.4)
   
 
 
Las ecuaciones anteriores se referían a una barra particular. Ahora se verán en 
forma de matriz para una barra aislada. 
 
 
 
(2.5) 
 
 
Siendo K la matriz de rigidez de la barra que es función solamente de la 
geometría de la misma (l, A) y de sus propiedades mecánicas (E). a es el 
vector de desplazamientos y q el de fuerzas. 
 
Ahora se hará que actúe sobre la barra una fuerza uniformemente repartida de 
intensidad b, y se modificará la ecuación repartiendo el efecto de la fuerza en 
partes iguales. 
 
 
 
      (2.6) 
 
 
Donde  es el vector de fuerzas que actúan en los nodos. Esta 
ecuación se rige por el principio de equilibro en el que la suma de fuerzas en un 
nodo debido por las barras que concurren en él, es igual a la suma de fuerzas 
exteriores que actúan en el nodo. 
 
 
 
                                       (2.7) 
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El sumatorio se extiende a todas las barras ne que concurren en el nodo j. Se 
sustituye en el sumatorio las ecuaciones de antes y se obtiene la ecuación 
matricial global de la estructura. 
 
 
 
 
         
              (2.8) 
 
 
 
 
Donde K es la matriz de rigidez a el vector de desplazamientos y f el vector de 
fuerzas externas de todos los nodos. El proceso que se sigue para obtener las 
ecuaciones de aquí arriba (2.8) recibe el nombre de ensamblaje y la resolución 
de las mismas dan los valores de desplazamiento de todos los nodos de la 
estructura y así  se pueden saber los esfuerzos internos en las barras. [4] 
 
 
2.2. El MEF en análisis de problemas de elasticidad 
bidimensional en mallas de elementos triangulares de 3 nodos 
 
Una vez visto el análisis de barras se pasará al de elasticidad bidimensional, es 
algo más complejo, pero es el que realmente se resuelve en los problemas que 
se estudiarán en este trabajo. Las estructuras que se estudian bajo la hipótesis 
de la elasticidad bidimensional tienen forma de prismas rectos, y se pueden 
clasificar según la forma de la estructura: Se tiene los problemas de tensión 
plana y los problemas de  deformación plana. Una estructura prismática está en 
tensión plana cuando una de sus dimensiones (espesor) es mucho menor que 
las otras dos. Una estructura prismática está en deformación plana cuando una 
de sus dimensiones (longitud) es mucho mayor que las otras dos. Este trabajo 
se centra en estudiar estructuras en tensión plana, y por lo tanto la explicación 
se hará para este tipo de problemas aplicados a mallas de elementos 
triangulares de 3 nodos. Aunque unas de las ventajas de la teoría de la 
elasticidad bidimensional es que se pueden resolver ambos problemas de una 
manera muy parecida. 
 
La primera etapa como en el caso anterior será discretizar el dominio en 
elementos finitos. Destacar que el análisis de elementos finitos no reproduce el 
comportamiento de la estructura sino de la malla escogida, por ese modo se 
incluye en el capítulo 3 un apartado a la elección de la malla. 
 
Se intentará explicar esta parte de la manera más sencilla posible y muy 
enfocada de cara a la resolución de los problemas encontrados en el trabajo. 
Por eso mismo, se empezará por el cálculo de la matriz de rigidez elemental 
que se encuentra por la siguiente fórmula: 
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                     (2.9) 
 
 
Donde t es el espesor, B es la matriz de deformación del elemento, siendo Bi la 
matriz de deformación para cada nodo: 
 
 
 
 
    
          (2.10) 
 
 
 
 
Y D es la matriz constitutiva o de constantes elásticas que se ve a 
continuación, para el caso de tensión plana con un módulo de Young E y un 
coeficiente de Poisson : 
 
 
  
        (2.11) 
 
 
 
 
 
 
Se ve que en la matriz de deformación (2.10) aparece Ni, siendo las funciones 
de forma del nodo y del elemento. 
 
 
   (2.12) 
 
 
Donde Ni es una función que depende de la posición del nodo y es 
inversamente proporcional al doble del área del elemento. 
 
Una vez es todo conocido se calcula la matriz de rigidez elemental, a la matriz 
de rigidez del dominio K. Se hará igual que para el caso de la barra, ecuación 
(2.8). Ahora se detallará el cálculo de los vectores de las fuerzas externas, se 
dividirán en fuerzas aplicadas sobre unidad de área y fuerzas repartidas sobre 
el contorno; el método de los elementos finitos también calcula fuerzas debidas 
a deformaciones iniciales y fuerzas debidas tensiones iniciales, pero no se 
explicaran ya que no se da el caso en nuestros problemas. 
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Para calcular los vectores de fuerzas repartidas por unidad de área suponiendo 
que están repartidas uniformemente sobre todo el elemento se utiliza la 
siguiente fórmula: 
 
 
 (2.13) 
 . 
 
 
 
Donde b es la intensidad de la fuerza. A continuación se muestra la fórmula 
para calcular las fuerzas repartidas sobre el contorno, la fórmula según el lado 
del elemento que está cargado (l12, l13, l23). 
 
 
 
 
(2.14) 
 
 
   
  
   
 
 
 
c es el vector de fuerzas repartidas por el contorno y l12, l13, l23 son los lados del 
elemento que sufren la carga. Una vez se conocen las fuerzas el valor de estas 
fuerzas se suman, y así se obtiene el vector de las fuerzas nodales 
equivalentes de cada elemento (f(e)) se ensamblarán a la matriz de fuerzas 
equivalentes de toda la malla f de la misma manera que se hizo con la matriz 
de rigidez. De la ecuación (2.8)  se aísla y se calcula a que es el vector de 
desplazamientos nodales. 
 
 
 (2.15) 
 
 
Una vez con el vector a conocido el cálculo del campo de deformaciones (ε) y 
el campo de tensiones (σ) es directo, ya que se trabaja en la zona elástica. 
 
 
  σ = D ε (2.16)            ε = B a (2.17) 
 
 
Siguiendo con la teoría de la elasticidad bidimensional  para tensión plana se 
supone la tensión en el eje z igual a cero (σz = 0) y por consiguiente tampoco 
habrá deformación en este mismo eje (εz = 0) quedando el siguiente campo de 
tensiones y deformaciones: 
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                   (2.18)  (2.19) 
 
 
Una vez se tiene el campo de tensiones se le pasa al algoritmo de 
optimización. En el capítulo siguiente se ve por qué necesita el campo de 
tensiones y como logra el cálculo de estructuras óptimas. Destacar que para 
cada iteración del algoritmo se realizará el cálculo del campo de tensiones en 
esa iteración. [4] 
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CAPÍTULO 3. EL ALGORITMO DE OPTIMIZACIÓN 
 
3.1.      Introducción 
 
El problema de optimización que se presenta en este trabajo es de formulación 
continua, es decir, que las variables de diseño, en este caso solo el espesor, 
pueden tomar infinitos valores para definir la distribución óptima de material. En 
este capítulo se hablará del funcionamiento del algoritmo, pero antes de eso, 
se tratará como se solventaron los problemas que ocasionó la formulación 
continua (la necesidad de mallas tupidas, lo que conllevó a grandes tiempos de 
cálculo).  
 
Este algoritmo se basa en el problema de optimización natural del crecimiento 
de los huesos, ya que los huesos cuando son ejercitados (se someten a un 
esfuerzo) crecen. Si por el contrario no está sometido a ningún esfuerzo este 
se atrofian y pierden densidad. Aunque no parezca del todo una idea intuitiva, 
está demostrado. Por ejemplo, cuando alguien sufre una rotura ósea y el 
traumatólogo le recomienda ir a rehabilitación, es por este mismo motivo, ya 
que allí someterán la parte afectada del hueso a esfuerzos para facilitar al 
cuerpo la regeneración.  
 
El algoritmo parte de un dominio predefinido, el cual se dividirá en elementos 
triangulares, sin definir topología alguna de la estructura. De una manera 
simple dará como solución una estructura ligera capaz de aguantar las fuerzas, 
que previamente se habrán situado y dado valor a lo largo de todo el dominio. 
Esto lo logra haciendo que todos los elementos de la estructura estén 
sometidos bajo la misma tensión, lo que hace que se simplifiquen notablemente 
la dificultad de cálculo en comparación con el método de las restricciones en 
tensión minimizando el peso. Por ejemplo, no se tendrá la necesidad de 
establecer una función objetivo que derivar (en el método previamente citado, 
dependiendo del problema, existía la necesidad de hacer derivadas de primer y 
segundo orden), ya que la optimización está implícita en el propio algoritmo. 
Más adelante se detallará sobre cómo funciona el algoritmo y se comparará el 
método. 
 
Pero antes de explicar el algoritmo propiamente, se detallará como se han 
solucionado los problemas por ser un método de formulación continua. Como 
ya se ha comentado, la solución en los problemas de formulación continua 
depende del tamaño de la malla, es decir, si es muy tupida o no. Por lo tanto, 
para garantizar buenos resultados hay que tener una malla de muchos 
elementos, lo que se traduce en grandes costes computacionales. 
 
 
3.2.       La malla de elementos finitos 
 
En los problemas de formulación continua el tamaño de la malla es 
fundamental, ya que la calidad de la solución dependerá del tamaño de los 
elementos. Para resolver los problemas del trabajo se decidió utilizar una malla 
de elementos triangulares con 3 grados de libertad o nodos. Se decidió así 
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porque es un elemento más sencillo de analizar y por lo tanto con menos coste 
computacional. No obstante,  la calidad de la solución no será tan buena como 
una malla de elementos de 8 nodos. Para paliar este inconveniente se 
utilizarán más elementos. 
 
A continuación se verá un estudio del comportamiento del algoritmo en función 
del tamaño de la malla (número de elementos triangulares), y la calidad de la 
solución. Para ello se correrá el mismo problema, variando el número de 
elementos y así establecer el número mínimo de elementos aproximado que 
dará una buena solución. 
 
Para realizar el estudio se procede a resolver el problema siguiente 
disminuyendo el tamaño de los elementos, es decir, aumentar el número de 
elementos de la malla y ver como varia el desplazamiento y la tensión máxima 
en el eje x. 
 
 
 
Fig. 3.1 Esquema del ejemplo 
 
 
Donde se ve el dominio de 10x5 metros, dos puntos de apoyo en cada extremo 
y una fuerza uniformemente repartida de 10N a lo largo de 0.2 metros. 
 
 
Tabla 3.1. Desplazamientos y tensiones en función del nº de elementos 
 
tamaño elem. nº elementos desplazamiento σx MAX 
1 135 3,58E-010 3,7045 
0,5 253 4,09E-010 4,9044 
0,4 715 4,17E-010 4,9732 
0,3 1257 4,34E-010 5,1864 
0,2 2851 4,58E-010 5,4328 
0,1 11404 5,04E-010 5,6888 
0,05 45746 5,12E-010 5,8152 
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Fig. 3.2 Gráfica del desplazamiento en función del nº de elementos 
 
 
 
Fig. 3.3 Gráfica de la tensión x en función del nº de elementos 
 
 
Como se ve en la tabla, y más claramente en las gráficas, a medida que  se 
aumenta el número de elementos, el valor del desplazamiento y la tensión 
tiende a estabilizarse. El estudio de la malla tiene como objetivo garantizar a 
partir de qué nivel de elementos la solución será adecuada. Hay que tener en 
cuenta que a mayor precisión más tiempo tardará el algoritmo en calcular, por 
eso mismo antes de establecer el número de elementos con el que se 
resolverán los problemas, se hará un estudio del tiempo de cálculo. De todas 
formas no será admisible un valor menor a 12.500 elementos ya que la tensión 
no ha llegado a su valor estable. Un número mayor dará una solución 
adecuada y a medida que aumenta se llega a soluciones muy buenas. 
Tampoco se prevé aceptar más de 45.000 elementos, ya que la solución se 
considera que ya es estable y lo único que se conseguiría sería un aumento de 
la exactitud infinitesimal y unos grandes costes computacionales. 
 
 
 
 
El algoritmo de optimización   19 
3.3.     Tiempos y aceleración del cálculo del algoritmo 
 
En el ámbito de la optimización de estructuras el tiempo de cálculo es algo 
crucial, ya que se puede desestimar un método por el simple hecho de ser 
lento computacionalmente hablando. Ahora se procederá a ver de qué manera 
afecta el número de elementos de la malla al tiempo de cálculo. Así se podrá 
comparar ambos estudios con el fin de elegir un tamaño de elemento lo 
suficientemente pequeño para garantizar una solución adecuada y con tiempos 
aceptables de cálculo, ya que parte de este trabajo se basa en hacer prueba y 
error (ir cambiando varios parámetros del algoritmo para encontrar las mejores 
estructuras en diferentes problemas) y habrá que hacer muchas simulaciones. 
 
En la siguiente tabla se muestra cómo afecta el número de elementos a la 
velocidad de cálculo. También se grafican los datos y se ve como el tiempo de 
cálculo asciende desmesuradamente. Donde el tamaño está en metros y el 
tiempo de cálculo en segundos, destacar que este es el tiempo por iteración, 
para que la solución converja el algoritmo necesita entre 80 y 150 iteraciones. 
 
 
Tabla 3.2. Relación del nº de elementos con el tiempo de cálculo 
 
tamaño elem. nº elementos tiempo 
1 135 0,078 
0,5 253 0,375 
0,4 715 0,625 
0,3 1257 1,11 
0,2 2851 4,11 
0,1 11404 62,687 
0,05 45746 945,375 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 3.4 Gráfica del tiempo de cálculo en función del nº de elementos 
 
Por los resultados tan poco aceptables del algoritmo (para 45.000 elementos, el 
tiempo está cerca de 950 segundos y teniendo en cuenta que se necesitan 
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unas 100 iteraciones para que el algoritmo pueda converger, tardaría 26 horas 
y 30 minutos en dar una solución muy exacta. Para 11.000 elementos tardaría 
100 minutos y la solución no sería aceptable) se tuvo que buscar maneras de 
acelerar el proceso de cálculo y gracias a la ayuda del Dr. Francisco Zárate, 
tutor del trabajo, se logró. También hay que tener en cuenta que el programa 
encargado de ejecutar el algoritmo es MATLAB, que es un lenguaje 
interpretado, es decir, ejecuta el código línea a línea; a diferencia de los 
lenguajes compilados, que al compilar generan un código binario y a partir de él 
ejecutan el programa. Esto hace que MATLAB sea más lento que un lenguaje 
compilado como puede ser el C. 
 
Las soluciones que se dieron para acelerar el proceso fueron dos: utilizar la 
función incorporada en el propio MATLAB conocida como sortrows (ordenar 
columnas) y también la vectorización del proceso de ensamblaje. A 
continuación se explica más en detalle tanto la vectorización del ensamblaje 
como la función sortrows y como son capaces de acelerar el proceso. 
 
 
3.3.1.      Vectorización del proceso de ensamblaje 
 
Durante el proceso de ensamblaje el algoritmo trabaja con matrices de grandes 
dimensiones. Al crear la matriz, se puede hacer de dos maneras, la clásica y la 
vectorizada. 
 
En el siguiente ejemplo se ven dos maneras de rellanar una matriz de 
10.000x10.000 de 5. En la manera clásica hay que recorrer la matriz celda por 
celda, hasta llegar a la última. En cambio, la vectorizada lo hace de manera 
más directa, acelerando así el proceso de la creación de matrices. 
 
La manera clásica sería la siguiente: 
 
 
 
La manera vectorizada sería esta otra: 
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3.3.2.      Función sortrows 
 
Esta función ordena las columnas de una matriz. En este algoritmo se utiliza 
justo antes del ensamblaje, cuando cada matriz de rigidez de cada elemento 
(k(e)) se va a ensamblar en la matriz de rigidez de todo el dominio K. 
 
Para entender porque algo tan simple acelera tanto el proceso hay que 
comprender como trabaja el algoritmo. Se procede a una explicación algo 
didáctica para entender bien el porqué de la aceleración. 
 
Se toma como ejemplo una región cuadrada del dominio de 8 elementos, por lo 
tanto tendrá 9 nodos. En la figura de abajo se ven numerados los nodos y los 
elementos, para distinguirlos se ha dispuesto de un círculo al número que 
indica el elemento. 
 
 
Fig. 3.5 Esquema de 8 elementos triangulares con 3 nodos 
 
 
El algoritmo haría lo siguiente: pasaría a una matriz cada elemento, indicando a 
que nodos pertenece. Entonces se aplica la función sortrows y ordena la 
matriz. Se realiza de la manera que se especifica a continuación. Para que sea 
más intuitivo la matriz se dispondrá en forma de tabla. 
 
 
Tabla 3.3. Matriz antes i después de ordenar 
 
 
 
 
Ahora nos centramos en el elemento número 1, ya que es el primer elemento 
que tocaría siguiendo el orden, donde su matriz de rigidez elemental es K(1). 
Esta matriz se ensambla a la matriz de rigidez K.  La letra  indica el proceso 
de ensamblaje.  
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(3.1) 
 
 
 
Fig. 3.6 Esquema de la matriz de rigidez elemental 
 
 
A continuación deberían ensamblarse todas las matrices elementales siguiendo 
el orden una vez aplicada la función sortrows (1, 4, 5, 7, 3, 2, 6, 8). De esta 
manera no sería necesario recorrer toda la matriz para colocar k(4), ya que las 
celdas a rellenar serían las contiguas a las de k(1).     
 
 
 
Fig. 3.7 Esquema del ensamblaje de la matriz de rigidez (K) 
 
 
Después de ensamblar k(1), se ensamblaría k(4) (la posición de sus celdas es 
contigua a las de k(1)), sin embargo, si no se hubiera ordenado se ensamblaría 
k(2)  teniendo que llegar hasta la celda 9x9 y después ensamblar k(3) recorriendo 
la matriz hasta la celda 4x8, por ejemplo. Si esto se va repitiendo para el todos 
los elementos que tiene la malla, el algoritmo perdería grandes tiempos 
recorriendo la matriz sin colocar nada. 
 
Gracias a utilizar la función sortrows no es necesario recorrer la matriz, sino 
que con unas pocas celdas  basta, para seguir rellenándola con los valores de 
cada elemento, ahorrando así tiempo, ya que tampoco será necesario subir y 
bajar datos tan continuamente de la memoria caché del computador. 
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Una vez vista la importancia de mantener ordenados los elementos según sus 
nodos y no por el número de elemento, se verán los resultados  obtenidos y así 
poder razonar sobre cual será el número de elementos apropiado. 
 
 
3.4.     Resultados de la aceleración y elección del número de 
elementos 
 
Como era de esperar los resultados han sido muy favorables, reduciendo 
tiempos para 45.000 elementos de 940 segundos a 86 segundos. A 
continuación se muestra una tabla y una gráfica para ver los resultados más 
detallados con el tiempo en segundos. 
 
 
Tabla 3.4. Tiempo de cálculo acelerado en función del nº de elementos 
 
tamaño elem. nº elementos tiempo acelerado 
1 135 0,016 
0,5 253 0,188 
0,4 715 0,265 
0,3 1257 0,452 
0,2 2851 1,047 
0,1 11404 6,44 
0,05 45746 86,3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 3.8 Gráfica del tiempo de cálculo acelerado en función del nº de elementos 
 
 
Para concluir el apartado compararemos los tiempos antes y después de la 
aceleración y el porcentaje de tiempo ganado. Con estos tiempos se razonará 
el número de elementos necesario. 
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Tabla 3.5. Tabla comparativa de tiempos en función del nº de elementos 
 
tamaño elem. nº elementos tiempo tiempo acelerado % acelerado 
1 135 0,078 0,016 79,5 
0,5 253 0,375 0,188 50 
0,4 715 0,625 0,265 58 
0,3 1257 1,11 0,452 60 
0,2 2851 4,11 1,047 75 
0,1 11404 62,687 6,44 90 
0,05 45746 945,375 86,3 91 
 
 
Fig. 3.9 Gráfica comparativa de ambos tiempos de cálculo 
 
 
Se ve como el proceso de aceleración ha sido un éxito, hay una aceleración de 
más del 90%. La tendencia de la curva es menos exponencial, ahora para una 
malla de 15.000 elementos, y con 100 iteraciones para que la solución 
converja, tardaría en dar la solución unas 2 horas y media, 24 horas menos que 
antes. Para 11.000 elementos tardaría 10 minutos aproximadamente, con el 
algoritmo no acelerado tardaba 100 minutos, hay un ahorro de hora y media. 
 
Se dispone también de la comparación en tiempo de las rutinas del algoritmo 
para una malla de 45.000 elementos, donde se ve como había dos cuellos de 
botella, uno en el momento de ensamblar a la matriz de rigidez, y el otro a la 
hora de calcular las tensiones en los nodos. Claramente estos tiempos han sido 
reducidos como ya se ha visto en los gráficos y tablas anteriores. 
 
Rutinas sin acelerar:  
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Rutinas aceleradas: 
 
 
 
Con el estudio de la malla y el tiempo de cálculo que se acaba de exponer se 
puede razonar el número adecuado de elementos finitos triangulares de la 
malla. 
 
 
 
Fig. 3.10 Gráfica del nº de elementos a partir del cual tenemos resultados 
aceptables 
 
 
En esta gráfica se ve como a partir de unos 12.000 elementos (franja roja) se 
tiene una región de trabajo aceptable. Por lo tanto si alejamos mucho de la 
franja hacia la izquierda el número de elementos no se obtendrán unos buenos 
resultados, y si los alejamos demasiado hacia la derecha se acabaran pagando 
unos costes computacionales muy altos. Aunque se haya acelerado el proceso 
se prefiere algo menos de exactitud en la solución y trabajar a mayor velocidad. 
Así pues se opta por una malla de elementos finitos triangulares de alrededor 
de 15.000 elementos. 
 
 
3.5.       Explicación del algoritmo de optimización 
 
Como se ha comentado al inicio de este capítulo, el algoritmo calcula de una 
manera muy simple la estructura más ligera, capaz de soportar las fuerzas que 
se han situado a lo largo del dominio con un valor preestablecido. Lo hace de la 
siguiente manera, el algoritmo intenta que todo el dominio esté sometido a la 
misma tensión. Lo consigue incrementando el espesor de las zonas que sufren 
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una tensión mayor y disminuyendo el espesor de las regiones que están 
sometidas a esfuerzos menores. 
 
Hay algoritmos de formulación discreta muy parecidos en cuanto al 
procedimiento a este. Estos algoritmos iban eliminando los elementos del 
dominio, que tenían valores de tensión bajos, haciendo que el módulo elástico 
del material de elemento sea 0 (E(e) = 0). En cambio, en el algoritmo que se 
presenta en este trabajo, es de formulación continua, es decir, la variable, en 
este caso el espesor, puede tener infinitos valores. Se va decreciendo poco a 
poco el valor del espesor de los elementos que no contribuyen a soportar carga 
y cuando llega a un valor por debajo de un límite preestablecido se hace 
espesor igual a 0, para favorecer que el resultado sea lo más binario posible. 
 
La idea de hacer de esta manera el algoritmo surgió del problema de 
optimización natural, a lo largo de la evolución de las especies, de la formación 
de las estructuras óseas y del crecimiento de las mismas. Si se observa la 
forma de un hueso, tiene más espesor en las zonas que están sometidas a 
mayores esfuerzos y menos espesor en las zonas que sufren tensiones más 
pequeñas. También destacar que un hueso sometido a esfuerzos crece, o al 
menos, esto favorece a su crecimiento. En cambio un hueso que durante largos 
tiempos está sin someterse a esfuerzos acabará atrofiándose y perdiendo 
densidad, como podría ser el caso de los astronautas con largos periodos en 
gravedad cero. Por ese motivo cuando alguien sufre una rotura ósea, en 
rehabilitación, le estimulan el hueso ejerciendo sobre él fuerzas de compresión 
longitudinales. Técnicamente, en un rotura ósea, el hueso se consolida por él 
mismo simplemente estando inmovilizado, pero al hueso se le aplican fuerzas 
de compresión longitudinales que estimulan la actividad de los osteoblastos 
(son las células que forman la matriz ósea y están directamente relacionadas 
con el crecimiento de los huesos). Motivados por este fenómeno se desarrolló 
un algoritmo que aumenta el espesor de las zonas más tensionadas y lo 
disminuyera de las zonas que no soportaran tensiones considerables, y por lo 
tanto no colaboraran a la rigidez de la estructura. Teniendo así una estructura 
ligera y garantizando que aguantara la carga que previamente se ha dispuesto 
en el dominio. 
 
Se procede a hacer una explicación más detallada del algoritmo de cálculo de 
estructuras a través del Método de los Elementos Finitos. 
 
El algoritmo parte de un dominio, dividido en una malla de elementos finitos 
triangulares, en el que se le dispondrán los puntos de apoyo, y el valor y la 
localización de las fuerzas que ha de soportar la estructura. Después de 
calcular la matriz de rigidez elemental para todos los elementos del dominio 
con el Método de los Elementos Finitos, el algoritmo ensambla cada una de 
ellas a la matriz de rigidez del sistema K, como se ha detallado en el apartado 
de aceleración del algoritmo. Paralelamente se ensamblan los vectores de 
fuerzas externas de los elementos al vector de fuerzas de la estructura. 
 
 
 k(e) =  K 
(3.2) 
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 f(e) =  f 
 
 
Siguiendo con la teoría de los elementos finitos conocemos que Ka = f, donde 
a es el campo de desplazamientos y f el vector de fuerzas. Por lo tanto: 
 
 (3.3) 
a = K-1f   
 
 
Una vez conocidos los desplazamientos, de manera directa, podemos obtener 
el vector de tensiones σ y por ejemplo, de una manera similar el vector de 
deformaciones ε.  
 (3.4) 
σ = D B a    ε = B a 
 
 
Donde D es la matriz de propiedades mecánicas o la matriz constitutiva, y B es 
la matriz de deformación. 
 
Con el vector o campo de tensiones principales, se puede calcular la tensión de 
Von Mises. La tensión de Von Mises es un escalar proporcional a la energía de 
deformación elástica y se puede calcular con las tensiones principales del 
vector de tensiones. El valor de la tensión de Von Mises sirve de referencia, ya 
que si la tensión de algún elemento sobrepasa este valor podría producirse una 
falla estructural. 
 
Para calcular la tensión de Von Mises se utiliza la siguiente fórmula: 
 
   
                           (3.5) 
 
 
 
 
Donde σ1, σ2 y σ3 son las tensiones principales del campo de tensiones y σVM  
la tensión de Von Mises. 
 
El algoritmo ahora compara σVM
(e) de cada elemento con una tensión de 
referencia que está introducida en el algoritmo, a partir de ahora se llamará a 
esta tensión σ*. Esta será la tensión a la cual el algoritmo intentará que 
alcancen todos los elementos finitos, añadiéndoles y disminuyéndoles el 
espesor. El valor de la tensión final de la estructura y el valor de la tensión a la 
cual el algoritmo intenta llegar (σ*) no tiene por qué ser el mismo, de hecho es 
muy poco probable. Destacar que esta tensión a la que intenta llegar la 
estructura es un parámetro crucial para el buen funcionamiento del algoritmo 
de optimización, si tiene un valor muy grande la estructura resultante no será 
factible físicamente y si por el contrario, tiene un valor demasiado pequeño, el 
resultado obtenido será más pesado, aunque si soportará la carga que se haya 
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preestablecido. En el siguiente capítulo se ofrece un estudio más amplio sobre 
como afecta este parámetro a las soluciones. 
 
Volviendo a la explicación, el algoritmo comparará el valor de σVM
(e) con el de 
σ*, y realizará lo siguiente. Si σVM
(e) es mayor a σ* se aumentará el espesor del 
elemento un 5%, si por el contrario σ* es menor el espesor decrecerá un 5%, el 
espesor inicial es de 1 metro. Esquemáticamente sería de la siguiente manera. 
 
 
σVM
(e) > σ*  t+1 = 0.95·t 
 (3.6) 
σVM
(e) < σ*  t+1 = 1.05·t 
 
 
Siendo t el espesor y t+1 el espesor que tendrá el elemento en la siguiente 
iteración. 
 
Por último, se establece un nuevo parámetro, un límite mínimo en el espesor a 
partir del cual se elimina ese elemento. Por ejemplo, cuando un elemento está 
sometido a una tensión muy baja irá decreciendo poco a poco su espesor. Si el 
límite de corte está situado en 0.4, cuando el espesor del elemento haya 
bajado de ese nivel, automáticamente ese elemento se eliminará. En realidad 
ese elemento sigue estando ahí, ya que si se hiciera que el espesor del 
elemento fuera igual a cero se tendrían problemas de cálculo. Para paliar esos 
problemas a la hora de eliminar un elemento, se iguala su espesor a 0,0001 
metros. Esquemáticamente seria de la siguiente manera. 
 
 
 t < lim  t+1 = 0.0001   (3.7) 
 
 
Donde t vuelve a ser el espesor, t+1 el espesor de la siguiente iteración y lim el 
límite de corte. Este parámetro también es crucial para la obtención de buenos 
resultados, ya que un valor adecuado de este límite de corte favorece a que la 
solución tenga distribuciones apropiadas de vació-lleno. Si el límite es muy alto 
saldrán estructuras no factibles físicamente, si por el contrario, es un valor muy 
pequeño saldrían estructuras con una muy mala distribución vació-lleno. En el 
siguiente capítulo se detallará mejor como afecta este parámetro a la estructura 
final.  
 
Una vez aplicado el límite el algoritmo repite el proceso hasta que la solución 
converja, es decir, hasta que todos los elementos de la estructura estén bajo la 
misma tensión y que esta se mantenga prácticamente constante durante 
bastantes iteraciones (tarda entre 80 y 150 iteraciones en converger 
dependiendo del valor de los parámetros). 
 
En el siguiente esquema se muestra de una manera muy simple los procesos 
que lleva a cabo el algoritmo. 
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Fig. 3.11 Esquema simplificado paso a paso del algoritmo 
 
 
Antes de acabar el capítulo se destacaran las ventajas de este algoritmo frente 
a otros métodos de optimización, como el método de optimización basado en 
restricciones en tensión minimizando el peso. Este algoritmo es mucho más 
sencillo, y por lo tanto más rápido (una vez acelerado el algoritmo), ya que no 
necesita de una función objetivo que derivar una o incluso dos veces. Muchos 
otros métodos necesitan de una función objetivo donde su gradiente marca las 
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pautas del proceso de la optimización, en cambio en este la optimización, y por 
tanto la función objetivo está implícita en la propia rutina del algoritmo, 
simplificando enormemente el proceso matemático. Un punto más a favor de 
este algoritmo es que converge con cierta rapidez en comparación con otros 
métodos. Sin embargo hay un inconveniente y es que las estructuras 
resultantes son más pesadas, algo normal ya que es un método que se está 
empezando a estudiar. 
 
En el capítulo siguiente se verá, con ejemplos prácticos, la magnitud de estas 
ventajas y desventajas. También veremos como afectan los parámetros, como 
el límite de corte del espesor y la σ* a la solución. Todo ello demostrando que 
el algoritmo funciona resolviendo problemas con soluciones conocidas. 
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CAPÍTULO 4. EJEMPLOS DE APLICACIÓN 
 
4.1. Introducción 
 
En este capítulo se presentarán diferentes ejemplos de aplicación de interés 
ingenieril. Son problemas con solución conocida, para así demostrar el buen 
funcionamiento del algoritmo. Los ejemplos que se proponen son estructuras 
bidimensionales en tensión plana y elasticidad lineal. El material de las 
estructuras será acero, aunque se podría usar cualquier otro si conocemos sus 
propiedades mecánicas. 
 
Para resolver los problemas hay que pasar por tres fases claramente 
diferenciadas: el pre-proceso, el cálculo de la estructura, y el post-proceso.  
 
 
4.1.1. El pre-proceso 
 
En el pre-proceso se define el dominio, que normalmente será de forma 
rectangular, dándole medidas al espesor, a la longitud y la altura. También se 
colocarán los puntos o líneas de apoyo y la posición y magnitud de las fuerzas 
que tendrá que soportar la estructura. Si se desea también se puede 
seleccionar que se tenga en cuenta el peso propio de la estructura. Por último 
se selecciona el material del dominio y el tamaño de los elementos finitos, lo 
que generará una malla de elementos finitos triangulares. En resumen, se 
partirá de un dominio de acero con forma de prisma con una dimensión 
(espesor) más pequeña que las otras dos. 
 
El programa que lleva acabo el pre-proceso será GiD, proporcionado por el 
centro de investigación CIMNE. En el programa se dibuja la geometría del 
dominio y se malla, se colocan las fuerzas y su valor, y los puntos y líneas de 
apoyo. Una vez esta todo el pre-proceso hecho se extrae un fichero de 
MATLAB que se pasará al algoritmo. Para extraer el fichero se usará MAT-fem 
un plug-in de GiD que también resolverá el problema de los elementos finitos. 
 
 
4.1.2. Cálculo de la estructura 
 
En la fase de cálculo se usará MATLAB para ejecutar el algoritmo. Este tendrá 
incluido MAT-fem, que aparte de servir para hacer el pre-proceso en GiD, es un 
fichero de MATLAB que calcula esfuerzos, desplazamientos, deformaciones… 
por el Método de los Elementos Finitos. Durante el cálculo MATLAB va dando 
por cada iteración los valores del número de elementos eliminados y restante, 
de la tensión de Von Mises en ese momento y la tensión objetivo a la que 
intenta llegar la estructura.    
 
Una vez calculada la estructura final siguiendo los pasos del apartado 3.5., 
MATLAB dará la solución en dos ficheros, fichero.flavia.msh y fichero.flavia.res. 
El primero con los datos de la malla guardados y el segundo con los datos de la 
estructura resultante. 
32                                           Un nuevo enfoque de optimización de estructuras por el Método de los  Elementos Finitos                                               
 
 
4.1.3. Post-proceso y análisis de resultados 
 
Una vez ya ha convergido la solución se llega a esta fase. El programa para 
visualizar la solución volverá a ser GiD, en el cual se podrá ver la estructura 
final, valores de tensión en los ejes… 
 
MATLAB también da una información muy valiosa, como el número de 
elementos eliminados y la tensión global a la que ha acabado sometida la 
estructura. 
 
Sabiendo el número de elementos que forman la estructura y observando la 
solución para saber si es factible físicamente, no factible o óptima, se podrá 
sacar conclusiones sobre que valor tendrán los parámetros, comentados en el 
capítulo anterior, para hacer la estructura más ligera posible y como se 
comporta el algoritmo modificando el valor de estos parámetros, tanto el límite 
de corte del espesor (lim), como la tensión global a la que se le intenta hacer 
llegar a la estructura (σ*). 
 
Al hacer varios ejemplos de aplicación se puede ver que el valor de los 
parámetros comentados que hacen óptima la estructura no es constante para 
todos los problemas, ya que se modifica la forma del dominio, la malla, la 
posición y el valor de las cargas y los apoyos, e incluso las propiedades del 
acero tales como densidad y coeficiente de Poisson. Este hecho lleva a buscar 
relaciones entre parámetros como lim, σ* y la tensión global de la estructura 
(tensión de Von Mises) en la primera iteración, ya que se ve que σ* es muy 
parecida a esta tensión, para ver si alguna relación daba pistas sobre el 
comportamiento del algoritmo y por consiguiente sobre que valores hacen la 
estructura óptima. Destacar que la tensión en la primera iteración es un 
parámetro que, como era de esperar, no varía en función de lim y σ*. 
 
En los apartados siguientes se verá un estudio más detallado de los ejemplos 
de aplicación y de los parámetros cruciales con el fin de encontrar una relación 
que se mantenga constante para todos los ejemplos y así no tener que resolver 
varias veces el problema variando el valor de σ* y lim (haciendo prueba y error) 
hasta encontrar la solución óptima. A su vez, estos resultados, también se 
compararán con el método de optimización con restricciones en tensión y 
minimización del peso. [1] 
 
Se procede ahora a pasar al resto de apartados donde se resolverán los 
siguientes ejemplos: un arco, un cantiliver o viga en voladizo, voladizo de 
Michell y la viga MBB (Messerschmitt-Bölkow-Blohm) y una viga biapoyada. 
 
 
4.2. Arco 
 
El primer ejemplo es el más sencillo de todos. Sirve para saber si el algoritmo 
da soluciones similares a las que dan otros métodos de optimización 
topológica. Se trata de una estructura tipo arco con apoyos fijos en los 
extremos y desplazamientos horizontales coartados. 
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En la figura que se ve a continuación se muestra un esquema de las 
dimensiones en metros del dominio, la posición de la carga (P) y los puntos de 
apoyo. El valor de la carga externa (P) es de 10 N. 
 
 
 
Fig. 4.1 Planteamiento del problema del arco [1] 
 
 
La malla utilizada será de 15.166 elementos triangulares de tres nodos, con 
una distancia entre estos de 0,3 metros. El dominio tendrá un espesor inicial de 
1 metro y será de acero con una densidad de 7650 kg/m3, un módulo de 
elasticidad de 2,1x105 MPa y un coeficiente de Poisson de 0,3. Con una 
tensión de Von Mises inicial de 0,8 Pa 
 
El proceso a seguir fue el siguiente: se resolvió el ejercicio hasta llegar al mejor 
resultado, el cual es el óptimo, variando el valor de lim y σ*. Entonces se varían 
los valores de estos dos parámetros y se ve como evoluciona la solución y 
como se comporta el algoritmo.  
 
A continuación se muestra la estructura resultante, con lim = 0,4 m y σ* = 1,5 
Pa, siendo Vm el espesor. Para llegar a esta solución se necesitaron 110 
iteraciones y tardó 880 segundos. De los 15.166 elementos iniciales quedan 
4194, perdiendo más del 72% de los elementos de inicio. 
 
 
Fig. 4.2 Solución óptima del arco  
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Ahora se muestra una tabla y una gráfica con todos los resultados que se han 
ido obteniendo, variando el lim y la σ*. La primera columna corresponde a 
valores de lim y la primera fila a valores de σ*. Los colores son verde para la 
estructura óptima, naranja para las factibles y rojo para las no factibles 
físicamente. Las celdas del interior las ocupan el número de elementos. En la 
gráfica se ve en el eje vertical el número de elementos y en el eje horizontal la 
tensión objetivo (σ*) todo esto en función del límite de corte. Los colores son 
verde para la estructura óptima, naranja para las factibles y rojo para las no 
factibles físicamente. 
 
 
Tabla 4.1. Nº de elementos en función de lim y σ* 
 
lim\σ* 0,3 0,5 0,7 0,9 1,1 1,3 1,5 1,7 1,9 2,1 2,3 
0,3 7220 6667 6296 5992 5738 5494 5197 4839 4414 4296 3741 
0,4 6919 6354 5950 5619 5307 4868 4194 3881 3371 2978 2640 
0,5 6656 6092 5640 5205 4653 4217 3464 2967 2562 2236 1978 
 
 
 
 
Fig. 4.3 Gráfica del nº de elementos en función de lim y σ* 
 
 
Se puede ver que para valores por debajo de una tensión de 1,5 Pa la 
estructura es factible sin importar el límite de corte, pero que al aumentar el 
límite el número de elementos disminuye. Para tensiones mayores de 1,5 al 
mínimo aumento del límite de corte la estructura se vuelve no factible. Cabe 
destacar que el valor óptimo se encuentra justo en la frontera entre factible y no 
factible. A continuación se mostraran unas imágenes de los diferentes 
resultados según los valores de los parámetros. La primera es una estructura 
factible con un valor del límite de 0,3 metros y una tensión de 0,9Pa. La 
segunda, en cambio, es una estructura no factible físicamente donde lim = 0,5 
m y σ* = 1,1Pa. 
 
 
Ejemplos de aplicación   35 
 
Fig. 4.4 Estructura factible con un valor del límite de 0,3 m y una tensión de 0,9 
Pa 
 
 
 
Fig. 4.5 Estructura no factible físicamente donde lim = 0,5 m y σ* = 1,1Pa 
 
 
Se observa claramente que para un valor del límite de 0,3 m se necesita un 
valor muy elevado de tensión o se obtendrá una estructura con las barras 
demasiado gruesas. Con el límite a 0,5 m se necesita un valor de tensión más 
bajo para tener una estructura factible, sino se obtiene una solución no factible 
físicamente como la de la imagen de abajo. Vista la clara relación entre ambos 
parámetros se intentó buscar varias relaciones entre ellos y otro parámetro 
importante como es la tensión de Von Mises de la estructura de la primera 
iteración (σ0). Se decidió relacionar σ0 con los otros dos parámetros porque el 
valor de σ* y de σ0 que daban la estructura óptima parecidos. 
 
Se decidió hacer dos relaciones, una relaciona la diferencia entra las dos 
tensiones con el límite de corte y la otra relaciona el límite de corte con el 
cociente de tensiones. A continuación se muestran las relaciones 
acompañadas por unas tablas con los valores de dichas relaciones. En la 
primera columna se ven los valores del límite de corte y en la primera fila los 
valores del cociente σ0/σ*. 
 
 
Tabla 4.2.  Resultado de las relaciones 
 
 (4.1) 
 
 
lim\(σ0/σ) 2,67 1,60 1,14 0,89 0,73 0,62 0,53 0,47 0,42 0,38 0,35 
0,3 0,11 0,19 0,26 0,34 0,41 0,49 0,56 0,64 0,71 0,79 0,86 
0,4 0,15 0,25 0,35 0,45 0,55 0,65 0,75 0,85 0,95 1,05 1,15 
0,5 0,19 0,31 0,44 0,56 0,69 0,81 0,94 1,06 1,19 1,31 1,44 
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Tabla 4.3. Resultado de las relaciones 
 
 
 
  (4.2) 
 
 
 
En la primera tabla se puede ver que el valor 0,75 es el que hace la estructura 
óptima. A partir de este valor todos los resultados son no factibles, excluyendo 
0,79 que si sería factible. Los valores menores al óptimo son factibles. Parece 
una buena relación ya que puede dar bastantes pistas sobre como encontrar 
los parámetros óptimos en futuros problemas. 
 
La segunda relación parece no dar tantas pistas sobre como encontrar los 
parámetros que hacen óptima la estructura, pero continuaremos estudiando 
esta relación en los futuros ejemplos por si fuera útil. 
 
Ahora se pasará a ver de una forma más detallada la evolución de la estructura 
óptima en función del número de iteraciones. A partir de ahora se decide que 
para que se vea bien la eliminación de elementos se mostraran las estructuras 
en fondo blanco. Como podemos ver, en la iteración 15 la gran parte del 
material está sobre la barra que va del punto de apoyo más cercano de la 
carga, hasta donde actúa la fuerza. En la iteración 20 sigue el material en  esta 
barra pero ya se empieza a eliminar elementos del dominio y se intuye donde 
aparecerá la otra barra. En la iteración 50 se tiene la forma definitiva del arco, 
únicamente se estrecharán las barras, y de la iteración 100 a la 110, que es 
cuando converge, tan solo se perderán 2 elementos.  
 
 
 
  Iteración 1     Iteración 15 
 
 
  Iteración 20     Iteración 50 
 
lim\Δσ -0,5 -0,3 -0,1 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9 1,1 1,3 1,5 
0,3 -0,6 -1 -3 3 1 0,6 0,43 0,33 0,27 0,23 0,2 
0,4 -0,8 -1,3 -4 4 1,33 0,8 0,57 0,44 0,36 0,31 0,27 
0,5 -1 -1,7 -5 5 1,67 1 0,71 0,56 0,45 0,38 0,33 
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Iteración 100 
Fig. 4.6 Evolución en iteraciones de la solución optima 
 
 
Por último, se comparará el resultado obtenido por este método con un 
resultado obtenido por otro autor utilizando el método de optimización 
topológica de restricciones en tensión minimizando el peso, y así comprobar 
que nuestra solución es correcta. 
 
 
 
Fig. 4.7 Comparación de las 2 estructuras [1] 
 
 
Se puede ver como la solución obtenida por el algoritmo es totalmente correcta 
llevando dos barras rectilíneas desde los puntos de apoyo hasta la carga 
formando un arco. 
 
También se pueden comparar datos de interés, como el número de elementos, 
el tiempo de cálculo, el número de iteraciones para que converja y el porcentaje 
de elementos eliminados, entre los dos métodos. Los mostraremos en la 
siguiente tabla, donde el algoritmo 1 es el estudiado en este trabajo y el 
algoritmo 2 es el de restricciones en tensión minimizando el peso. Cabe decir 
que se comparará con el mejor caso de las tres diferentes formulaciones que 
tiene el algoritmo 2 (local, global y por bloques).  
 
 
Tabla 4.4. Comparativa de los datos más relevantes de ambos algoritmos[1] 
 
ARCO Algoritmo 1 Algoritmo 2 
Número de elementos 15166 7776 
Número de iteraciones 110 804 
Tiempo de cálculo (s) 880 123300 
Elementos eliminados (%) 72,3 93,16 
 
 
En ella se ve que el número de elementos del algoritmo es prácticamente el 
doble, y aun así calcula 140 veces más rápido. También se puede ver como el 
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número de iteraciones es casi 7 veces menor que el del otro método. Sin 
embargo, el algoritmo dos es capaz de dar una estructura con barras más 
estrechas. Todos estos resultados quieren decir que el algoritmo utilizado en 
este trabajo es un muy buen método de optimización pero que necesita más 
estudio. 
 
Se pasa ahora al siguiente apartado donde se estudiará un cantiliver o viga en 
voladizo. Se hará del mismo modo que este para poder comparar las 
soluciones y llegar a unas conclusiones en cuanto a las relaciones. 
 
 
4.3. Viga en voladizo 
 
El segundo ejemplo es algo más complejo que el anterior. Servirá igualmente 
para saber si el algoritmo da buenas soluciones. Se pretende obtener el diseño 
óptimo de una viga en voladizo con un apoyo empotrado en el canto izquierdo y 
una carga de 10N en el centro del canto derecho. También destacar que este 
fue el primer ejemplo de aplicación que se realizó, y por lo tanto, no se tenía 
pista alguna sobre que valores serían los que hacían la solución optima. Lo que 
llevó a hacer muchas simulaciones hasta encontrar los mejores valores de lim y 
de σ*. 
 
En la figura 4.8 se muestra un esquema de las dimensiones en metros del 
dominio, la posición de la carga (P) y el apoyo empotrado del canto izquierdo. 
 
 
 
Fig. 4.8 Planteamiento del problema de la viga en voladizo [1] 
 
 
La malla a utilizar será de 45.620 elementos triangulares de tres nodos, ya que 
se quería comprobar que tal trabajaba el algoritmo con mallas tupidas y 
también se quería obtener mayor exactitud. Como ya se ha comentado fue el 
primer ejemplo que resolver y por lo tanto se necesita de muchas pruebas 
hasta encontrar una buena solución, lo que lleva a pensar que quizás no fue un 
buen método utilizar una malla con elementos tan pequeños. El dominio tendrá 
un espesor inicial de 1 metro y será de acero con una densidad de 78.000 
kg/m3, un módulo de elasticidad de 2,1x105 MPa y un coeficiente de Poisson de 
0,2. Con una σ0 = 193,86Pa 
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El proceso a seguir fue el siguiente: se resolvió el ejercicio con valores 
pequeños de lim y σ*, y se fueron aumentando ambos progresivamente, para 
sacar curvas y tablas del comportamiento del algoritmo. Una vez se tiene la 
tabla con un gran número de resultados se puede ver donde se encuentra la 
mejor solución y repetir el procedimiento del ejemplo anterior situando las 
estructuras factibles, no factibles y óptima.  
 
A continuación se muestra la estructura resultante, con lim = 0,4 m y σ* = 
253Pa, siendo Vm el espesor. Para llegar a esta solución se necesitaron 120 
iteraciones y tardó 2 horas y 52 minutos. De los 45.620 elementos iniciales 
quedan 20.694, perdiendo el 55% de los elementos de inicio. 
 
 
 
Fig. 4.9 Solución óptima de la viga en voladizo 
 
 
Ahora se mostrará una tabla y una gráfica con todos los resultados que se han 
ido obteniendo, variando el lim y la σ*. La primera columna corresponde a 
valores de lim y la primera fila a valores de σ*. Los colores son verde para la 
estructura óptima, naranja para las factibles y rojo para las no factibles 
físicamente. Las celdas del interior las ocupan el número de elementos. Si la 
celda no tiene ningún valor en su interior o no está pintada es porque no se ha 
realizado el cálculo con esos parámetros. En la gráfica se ve en el eje vertical 
el número de elementos y en el eje horizontal la tensión σ*, todo esto en 
función del límite de corte, la leyenda de colores de los puntos es la misma que 
para las celdas de la gráfica. Añadir que como no se disponía del cálculo para 
todos los puntos, la línea dibujada es una línea de tendencia polinómica de 
orden 3. 
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Tabla 4.5. Nº de elementos en función de lim y σ* 
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Fig. 4.10 Gráfica del nº de elementos en función de lim y σ* 
 
 
Se puede ver que para valores por debajo de una tensión de 253 Pa, la 
estructura es factible para valores del límite de 0,2 m a 0,3 m. Al aumentar el 
límite y el valor de tensión el número de elementos disminuye 
considerablemente, pero si estos son muy grandes se va a la región no factible. 
Para tensiones mayores de 253 al mínimo aumento del límite de corte la 
estructura se vuelve no factible. Cabe destacar que el valor óptimo se 
encuentra justo en la frontera entre factible y no factible. A continuación se 
mostrarán unas imágenes de los diferentes resultados según los valores de los 
parámetros. La primera es una estructura factible con un valor del límite de 0,5 
y una tensión de 130. La segunda, en cambio, es una estructura no factible 
físicamente donde lim = 0,4 m y σ* = 254 Pa. 
 
 
 
Fig. 4.11 Estructura factible con un valor del límite de 0,5 metros y una tensión 
de 130Pa 
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Fig. 4.12 Estructura no factible físicamente donde lim = 0,4 m y σ* = 254Pa 
 
 
Se observa claramente que para un valor grande del límite se necesita un valor 
pequeño de tensión porque si no se obtendrá una estructura factible pero muy 
pesada. Si no se obtendrá una solución no factible físicamente como la de la 
segunda imagen. Si nos fijamos en la estructura óptima y en la de la segunda 
imagen, las dos comparten el mismo valor del límite de corte y tan solo difieren 
en 1Pa las tensiones. 
 
A continuación se muestran las mismas relaciones que en el apartado anterior 
(4.2.). 
 
 (4.1) 
 
 
 
Tabla 4.6. Resultado de las relaciones 
 
 
 
 
 
                                       (4.2) 
 
Tabla 4.7. Resultado de las relaciones 
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En la primera tabla se encuentran en la primera fila los valores del coeficiente 
de tensiones y en la primera columna los valores del límite de corte. Las celdas 
internas muestran el valor de la relación. Se puede ver que el valor 0,522 es el 
que hace la estructura óptima. A partir de este valor todos los resultados son no 
factibles, excluyendo una región factible del límite de 0,5. Los valores menores 
al óptimo son factibles. Parece comportarse de la misma manera que en el 
caso del arco; se seguirá estudiando esta relación para ver si se sigue 
comportando de manera parecida. 
 
En la segunda tabla se encuentra en la primera fila la diferencia de tensiones y 
en la primera columna el límite de corte. Las celdas internas dan el valor de la 
relación. Esta segunda relación sigue sin ser muy buena, ya que comparándola 
con la del arco no se puede ser capaz de encontrar un patrón de 
comportamiento útil. 
 
Ahora se pasará a ver de una forma más detallada la evolución de la estructura 
óptima en función del número de iteraciones. Donde a partir de la iteración 20 
empiezan a formarse los agujeros que más dan lugar a la base de la estructura. 
En la iteración 25 la forma prácticamente ya es casi la definitiva pero empiezan 
a abrirse claros que entre la iteración 35 y 50 desaparecen. De la iteración 50 a 
la 100 se estrechan algo las barras y de la 100 a la 120 que es cuando 
converge, se eliminan menos de 50 elementos. 
 
 
 
  Iteración 1     Iteración 20 
 
  Iteración 25     Iteración 35 
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  Iteración 50     Iteración 100 
Fig. 4.13 Evolución en iteraciones de la solución óptima 
 
 
Por último, se comparará el resultado obtenido por este método con un 
resultado obtenido por otro autor utilizando el método de optimización 
topológica de restricciones en tensión minimizando el peso y así comprobar 
que nuestra solución es correcta. 
 
 
 
Fig. 4.14 Comparación de las 2 estructuras [1] 
 
 
Se puede ver como la solución del algoritmo es totalmente correcta siendo 
además completamente simétrica. Se ve que la estructura de barras es 
prácticamente igual en los dos casos, aunque nuestro algoritmo da barras más 
gruesas. 
 
Se vuelven a comparar datos de interés, como el número de elementos, el 
tiempo de cálculo, el número de iteraciones para que converja y el porcentaje 
de elementos eliminados, entre el método del algoritmo y el método con 
restricciones en tensión. Se muestran en la siguiente tabla, donde el algoritmo 
1 es el estudiado en este trabajo y el algoritmo 2 es el de restricciones en 
tensión minimizando el peso. Destacar que este método tiene 3 formulaciones 
diferentes, nosotros comparamos con el mejor caso. 
 
 
Tabla 4.8. Comparativa de los datos más relevantes de ambos algoritmos [1] 
 
Viga en voladizo Algoritmo 1 Algoritmo 2 
Número de elementos 45620 7200 
Número de iteraciones 120 1508 
Tiempo de cálculo (s) 10320 142200 
Elementos eliminados (%) 55 83 
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Como se puede ver el número de elementos del algoritmo es 6,3 veces mayor, 
y aun así calcula 140 veces más rápido. También se aprecia como el número 
de iteraciones es casi 14 veces menor que el del otro método. Sin embargo, el 
algoritmo 2 es capaz de dar una estructura con barras mucho más estrechas, 
esto lo consigues pagando unos grandes costes computacionales y con una 
malla muy gruesa. 
 
A continuación se verá una viga en voladizo, pero esta vez, anclada a una 
circunferencia, ya que esta circunferencia podría simular un tubo y parecerse 
más a una situación real. Se estudiará del mismo modo que los dos ejemplos 
anteriores, manteniendo las dos relaciones y seguir comprobando la validez del 
algoritmo. 
 
 
4.4 Voladizo de Michell 
 
 
Se repetirá el ejemplo anterior cambiando la línea de apoyo. La viga ahora 
estará anclada en una circunferencia, haciendo que parezca que la viga está 
empotrada en un cilindro o tubo. Esta estructura fue estudiada a fondo por 
Michell, por eso se le conoce como voladizo de Michell, y dio la solución óptima 
de la estructura de forma teórica, se ve en la figura 4.17 dicho resultado teórico. 
 
En la figura 4.15 se muestra un esquema de las dimensiones en centímetros 
del dominio, la posición de la carga (P) con un valor de 6 kN y la circunferencia 
donde está anclada la viga. 
 
 
 
Fig. 4.15 Planteamiento del problema de la viga en voladizo [1] 
 
 
El dominio se dividirá en 15.554 elementos triangulares de tres nodos, tendrá 
un espesor inicial de 1 metro y será de acero con una densidad de 7650 kg/m3, 
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un módulo de elasticidad de 2,1x105 MPa y un coeficiente de Poisson de 0,3. 
La tensión inicial de la estructura era de 28,8 MPa. 
 
Los cálculos se realizaron variando el valor de lim y σ* hasta que se encontró el 
resultado óptimo, después se estudiaron los valores contiguos a estos 
 
A continuación se muestra la estructura más ligera que se obtiene con este 
método, con lim = 0,4 m y σ* = 58 MPa, siendo Vm el espesor. Para llegar a 
esta solución se necesitaron 100 iteraciones y tardó 14 minutos. De los 15.554 
elementos iniciales quedan 5.144, perdiendo más del 67% de los elementos de 
inicio. Se muestra también en la figura 4.17 la solución óptima teórica que 
propuso Michell, donde se ve que el contorno es prácticamente idéntico, pero el 
en el interior la estructura no logra quedarse con tantas cavidades, aunque si 
que tiene las tres mayores. Añadir que para ver mejor las distribuciones de 
material se dispondrán todos los resultados con fondo blanco. 
 
 
 
Fig. 4.16 Solución óptima de la viga en voladizo 
 
 
Fig. 4.17 Solución teórica de Michell [1] 
 
 
Ahora se mostrará una tabla y una gráfica con todos los resultados que se han 
ido obteniendo, variando el lim y la σ*. La primera columna corresponde a 
valores de lim y la primera fila a valores de σ*. Los colores son verde para la 
estructura óptima, naranja para las factibles y rojo para las no factibles 
físicamente. Las celdas del interior las ocupan el número de elementos. En la 
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gráfica se ve en el eje vertical el número de elementos y en el eje horizontal la 
tensión σ*, todo esto en función del límite de corte, la leyenda de colores de los 
puntos es la misma que para las celdas de la gráfica.  
 
 
Tabla 4.9. Nº de elementos en función de lim y σ* 
 
lim\σ* 50 52 54 56 58 60 62 64 66 
0,3 9149 9053 8887 8724 8549 8367 8108 7906 7512 
0,4 7436 7031 6463 5764 5144 5962 5538 5159 4801 
0,5 4611 5088 4652 4292 3955 3653 3401 3129 2897 
 
 
 
Fig. 4.18 Gráfica del nº de elementos en función de lim y σ* 
 
 
Se puede ver que para un límite de 0,3 el número de elementos es 
prácticamente constante, varía muy poco en función de la tensión y de una 
manera muy lineal. Con 0,4 se encuentra un mínimo justo en el valor óptimo de 
la estructura que justamente coincide con el valor fronterizo entre lo factible y lo 
no factible.  Con el límite de 0,5 sin importar el valor de tensión las estructuras 
resultantes son no factibles, ya que se necesitarían tensiones demasiado bajas 
para tener unos resultados factibles. A continuación se mostrarán unas 
imágenes de los diferentes resultados según los valores de los parámetros. La 
primera es una estructura factible con un valor del límite de 0,3 y una tensión 
de 62 MPa. La segunda, en cambio, es una estructura no factible físicamente 
donde lim = 0,5 y σ* = 52 MPa. 
 
 
48                                           Un nuevo enfoque de optimización de estructuras por el Método de los  Elementos Finitos                                               
 
 
 
Fig. 4.19 Estructura factible con un valor del límite de 0,3 metros y una tensión 
de 62 MPa 
 
 
 
Fig. 4.20 Estructura no factible físicamente donde lim = 0,5 m y σ* = 52 MPa 
 
 
A continuación se muestran las mismas relaciones que en los apartados 
anteriores. 
 
 
(4.1) 
 
Tabla 4.10. Resultado de las relaciones 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
lim\(σ_0/σ*) 0,58 0,55 0,53 0,51 0,5 0,48 0,46 0,45 0,44 
0,3 0,52 0,54 0,56 0,58 0,6 0,63 0,65 0,67 0,69 
0,4 0,69 0,72 0,75 0,78 0,81 0,83 0,86 0,89 0,92 
0,5 0,87 0,9 0,94 0,97 1,01 1,04 1,08 1,11 1,15 
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(4.2) 
 
Tabla 4.11. Resultado de las relaciones 
 
lim\Δσ 21,2 23,2 25,2 27,2 29,2 31,2 33,2 35,2 37,2 
0,3 0,0142 0,0129 0,0119 0,0110 0,0103 0,0096 0,0090 0,0085 0,0081 
0,4 0,0189 0,0172 0,0159 0,0147 0,0137 0,0128 0,0120 0,0114 0,0108 
0,5 0,0236 0,0216 0,0198 0,0184 0,0171 0,0160 0,0151 0,0142 0,0134 
 
 
En la primera tabla se encuentran en la primera fila los valores del coeficiente 
de tensiones y en la primera columna los valores del límite de corte. Las celdas 
internas muestran el valor de la relación. Se puede ver que el valor 0,81 es el 
que hace la estructura óptima, un valor muy parecido al del arco. A partir de 
este valor todos los resultados son no factibles, sin excepción alguna. Los 
valores menores al óptimo son factibles. La primera relación sigue siguiendo el 
patrón de los ejemplos anteriores 
 
En la segunda tabla se encuentra en la primera fila la diferencia de tensiones y 
en la primera columna el límite de corte. Las celdas internas dan el valor de la 
relación. El algoritmo sigue sin regirse por esta segunda relación de los 
parámetros. 
 
A continuación se muestra la evolución, de la mejor solución obtenida, en 
iteraciones. Donde a partir de la iteración 20 empieza a formarse el agujero que 
da lugar a la base de la estructura y se elimina todo el material del contorno del 
dominio que no se era necesario. En la iteración 30 empiezan a abrirse los 
otros dos agujeros internos. De la iteración 30 a la 60 los agujeros se hacen 
más grandes y aumenta el espesor del contorno, y entre las 60 y la 80 se 
pierden muy pocos elementos pero se disminuye el espesor. De la iteración 80 
a la 100 que es cuando converge la solución prácticamente no sucede nada 
salvo la eliminación de algún elemento más.  
 
 
  Iteración 1     Iteración 20 
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  Iteración 30     Iteración 60 
 
 
Iteración 80 
Fig. 4.21 Evolución en iteraciones de la solución óptima 
 
 
Por último, se comparará el resultado obtenido por este método con un 
resultado obtenido por otro autor utilizando el método de optimización 
topológica de restricciones en tensión minimizando el peso y comprobar que la 
solución del algoritmo estudiado en este trabajo no es correcta, pero la 
distribución de material es parecida. 
 
 
 
Fig. 4.22 Comparación de las 2 estructuras [1] 
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Se puede ver como la solución del algoritmo no llega a formar la estructura 
interna de barras, aun así el espesor del interior es muy pequeño.  
 
Se vuelven a comparar datos de interés, como el número de elementos, el 
tiempo de cálculo, el número de iteraciones para que converja y el porcentaje 
de elementos eliminados, entre el método del algoritmo y el método con 
restricciones en tensión. Se muestran en la siguiente tabla, donde el algoritmo 
1 es el estudiado en este trabajo y el algoritmo 2 es el de restricciones en 
tensión minimizando el peso. Destacar que se vuelve a comparar con la mejor 
de sus tres formulaciones. 
 
 
Tabla 4.12. Comparativa de los datos más relevantes de ambos algoritmos [1] 
 
Viga de Michell Algoritmo 1 Algoritmo 2 
Número de elementos 15554 6000 
Número de iteraciones 100 291 
Tiempo de cálculo (s) 800 1945100 
Elementos eliminados (%) 67 89 
 
 
En este ejemplo se vuelve a hacer patente las ventajas de este algoritmo, con 
un tiempo 2430 veces menor con tres veces menos de iteraciones y con más 
del doble de elementos finitos. Sin embargo, el algoritmo dos consigue una 
pérdida de cerca del 90% de elementos, mientras que el algoritmo uno no llega 
al 70% ya que no ha obtenido la forma de la estructura ideal. 
 
El siguiente ejemplo trata dela viga MBB, una viga muy utilizada en el ámbito 
aeronáutico por la empresa Airbus.  
 
 
4.5. Viga MBB (Messerschmitt-Bölkow-Blohm) 
 
En este apartado se estudia la viga Messerschmitt-Bölkow-Blohm que recibe su 
nombre de la empresa alemana que la diseño. Es el ejemplo de aplicación más 
relacionado con la aeronáutica del trabajo. Es una viga muy utilizada en 
aeronáutica para soportar las cargas de la cubierta llevándolas al fuselaje. Se 
compararan los resultados del algoritmo con la viga real y con otro método de 
optimización topológica para saber si con el método estudiado se obtiene un 
buen resultado. Se trata de una viga biapoyada con movimientos horizontales 
permitidos. Destacar que para este ejemplo de aplicación si se ha tenido en 
cuenta el propio peso de la estructura, a diferencia de los anteriores. 
 
En la figura que se muestra a continuación se tiene un esquema de las 
dimensiones en metros del dominio, la posición de la carga (P) y los puntos de 
apoyo. El valor de la carga externa (P) es de 13,3x103 kN y esta aplicada en 
0,4 metros en el centro de la parte superior. 
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Fig. 4.23 Planteamiento del problema de la viga MBB [1] 
 
 
La malla utilizada será de 15.151 elementos triangulares de tres nodos. El 
dominio tendrá un espesor inicial de 1 metro y será de acero con una densidad 
de 7650 kg/m3, un módulo de elasticidad de 2,1x105 MPa y un coeficiente de 
Poisson de 0,3. Con una tensión inicial de 14 MPa. 
 
El proceso a seguir fue el siguiente: se resolvió el ejercicio hasta llegar al mejor 
resultado, el cual es el óptimo, variando el valor de lim y σ*. Entonces se varían 
los valores de estos dos parámetros y se ve como evoluciona la solución y 
como se comporta el algoritmo. A diferencia que en el arco y la viga en voladizo 
para realizar este ejemplo ya se tenían muchas más pistas sobre el 
comportamiento del algoritmo y fue mucho más fácil encontrar la solución 
óptima ya que el límite de corte siempre está cerca de 0,4 m y σ* es muy 
parecida a σ0. 
 
A continuación se muestra la estructura óptima resultante, con lim = 0,3 m y         
σ* = 17,5 MPa con una tensión inicial (σ0) de 14 MPa, siendo Vm el espesor. 
Para llegar a esta solución se necesitaron 130 iteraciones y tardó 1040 
segundos. De los 15.151 elementos iniciales quedan 9072, perdiendo más del 
40% de los elementos de inicio, se puede ver que los elementos eliminados 
van formando huecos en forma de triángulos equiláteros. 
 
 
Fig. 4.24 Solución óptima de la viga MBB 
 
 
Para comparar la solución con la viga real, a continuación se muestra una 
imagen de la viga MBB en la sección central del fuselaje del Airbus A380. Si se 
comparan no son idénticas, pero la forma de la estructura es muy similar 
aunque en la del algoritmo aparecen unas barras laterales que parecen muy 
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poco útiles, pero que este ha considerado necesarias para soportar la carga. 
También es cierto que la viga ha sufrido cambios del diseño original, más 
parecido al obtenido por el método estudiado, al actual.  
 
 
 
Fig. 4.25 Viga MBB en la sección central del fuselaje del Airbus A380 [1] 
 
 
Ahora se mostrará una tabla y una gráfica con todos los resultados que se han 
ido obteniendo, variando el lim y la σ*. La primera columna corresponde a 
valores de lim y la primera fila a valores de σ*. Los colores son verde para la 
estructura óptima, naranja para las factibles y rojo para las no factibles 
físicamente. Las celdas del interior las ocupan el número de elementos. En la 
gráfica se ve en el eje vertical el número de elementos y en el eje horizontal la 
tensión a la que intenta llegar al estructura (σ*), todo esto en función del límite 
de corte. Los colores son verde para la estructura óptima, naranja para las 
factibles y rojo para las no factibles físicamente. 
 
 
Tabla 4.13. Nº de elementos en función de lim y σ* 
 
lim\σ* 15 15,5 16 16,5 17 17,5 18 18,5 19 19,5 
0,3 12816 12184 11398 10592 9943 9072 9317 9658 8202 7912 
0,4 9736 8042 7736 7335 6978 6106 6872 6593 6495 6282 
0,5 5914 5567 5575 6641 5504 5592 5217 5020 4987 4950 
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Fig. 4.26 Gráfica del nº de elementos en función de lim y σ* 
 
 
Se puede ver que para valores grandes de tensión los resultados son no 
factibles, sin importar el límite, pero si el límite está por encima de 0,3 se 
necesitan valores muy pequeños de tensión para hacer una estructura factible. 
El valor que da una estructura factible con un límite de 0,5 m se encuentra en 
13 MPa y da como resultado una estructura demasiado pesada. En este 
ejemplo la región factible se ve considerablemente reducida y para límites 
menores de 0,3 m el resultado era una estructura prácticamente idéntica al 
dominio. En cuanto a la gráfica, se ve que para este ejemplo el comportamiento 
ha dejado de ser lineal como hasta ahora. Se encuentra un mínimo o un 
máximo destacado para cada valor del límite, encontrándose el valor optimo en 
el mínimo de 0,3 m. También destacar que esta vez el valor óptimo no se 
encuentra en la frontera entre lo factible y lo no factible. 
 
A continuación se muestran unas imágenes de los diferentes resultados según 
los valores de los parámetros. La primera es una estructura factible con un 
valor del límite de 0,3 y una tensión de 15,5 MPa. La segunda, en cambio, es 
una estructura no factible físicamente donde lim = 0,5 m y σ* = 18 MPa. 
 
 
 
Fig. 4.27 Estructura factible con un valor del límite de 0,3 m y una tensión de 
15,5 MPa 
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Fig. 4.28 Estructura no factible físicamente donde lim = 0,5 m y σ* = 18 MPa 
 
 
En la figura 4.4 se ve lo que se obtiene bajando la tensión a 15,5 MPa. La 
estructura resultante tiene las barras algo gruesas pero una forma muy buena.   
Observamos claramente que para un valor del límite de 0,4 m se necesita un 
valor muy elevado de tensión o se obtendrá una estructura con las barras 
demasiado gruesas, o directamente no se llegan ni a formar barras. Con el 
límite a 0,5 m se necesita un valor de tensión más bajo, en este caso inferior a 
13 MPa, para tener una estructura factible, sino se obtiene una solución no 
factible físicamente como la de la imagen de arriba. Aunque en la tabla no se 
muestre se encontró una estructura aun más ligera que la óptima pero no se 
consideró como tal porque la forma resultante no era la esperada y se deberían 
estudiar sus características en un futuro. Esta estructura se obtuvo con un 
límite de 0,4 m y una tensión de 15,2 MPa. A continuación se muestra el 
resultado obtenido y después se comentarán las relaciones como en todos los 
ejemplos anteriores. 
 
 
Fig. 4.29 Estructura resultante con lim = 0,4 m y σ* = 15,2 MPa 
 
 
A continuación se vuelven a mostrar las relaciones acompañadas por unas 
tablas con los valores de dichas relaciones. En la primera columna se ven los 
valores del límite de corte y en la primera fila los valores del cociente σ0/σ*. En 
la segunda tabla encontramos en la primera fila los valores de la diferencia de 
tensiones. 
 
 
Tabla 4.14.  Resultado de las relaciones 
 
 
 
 (4.1) 
lim\(σ0/σ*) 0,93 0,90 0,88 0,85 0,82 0,80 0,78 0,76 0,74 0,72 
0,3 0,32 0,33 0,34 0,35 0,36 0,38 0,39 0,40 0,41 0,42 
0,4 0,43 0,44 0,46 0,47 0,49 0,50 0,51 0,53 0,54 0,56 
0,5 0,54 0,55 0,57 0,59 0,61 0,63 0,64 0,66 0,68 0,70 
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Tabla 4.15. Resultado de las relaciones 
 
 
 
  (4.2) 
 
 
En la primera tabla se puede ver que el valor 0,38 es el que hace la estructura 
óptima. A partir de este valor todos los resultados son no factibles, excluyendo 
0,39, 0,40 y 0,43, que si serían factibles. Como ya se ha comentado esta vez el 
valor óptimo no es el fronterizo, ya hemos visto que había un mínimo en el 
número de elementos algo antes de la frontera. Los valores menores al óptimo 
son factibles. Se sigue creyendo en que la relación es interesante pese a que 
los valores sean algo diferentes a los obtenidos en las relaciones de los 
ejemplos anteriores, puede que sea necesario relacionar los resultados con un 
parámetro más, aun así la relación es buena y se podría decir que se va por 
buen camino. 
 
La segunda relación sigue sin ser útil a simple vista. Se decide seguir con ella 
en el último ejemplo ya que este trabajo puede dar pie a otros trabajos y toda 
información sobre el comportamiento del algoritmo en función de sus 
parámetros puede ser útil.  
 
Ahora se pasará a ver de una forma más detallada la evolución de la estructura 
óptima  en función del número de iteraciones. Donde a partir de la iteración 25 
empiezan a formarse los agujeros que más tarde darán la estructura óptima. En 
la iteración 50 la forma prácticamente no varía y a partir de la 100 se mantiene 
casi idéntica, apenas desaparecen 100 elementos hasta que converge 
(iteración 130). 
 
 
 
  Iteración 1     Iteración 20 
 
 
 
  Iteración 25     Iteración 35 
 
 
  Iteración 50     Iteración 80 
Fig. 4.30 Evolución en iteraciones de la solución óptima 
 
 
lim\Δσ 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 
0,3 0,30 0,20 0,15 0,12 0,10 0,09 0,08 0,07 0,06 0,05 
0,4 0,40 0,27 0,20 0,16 0,13 0,11 0,10 0,09 0,08 0,07 
0,5 0,50 0,33 0,25 0,20 0,17 0,14 0,13 0,11 0,10 0,09 
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Por último, se comparará el resultado del método estudiado con un resultado 
obtenido por otro autor utilizando el método de optimización topológica de 
restricciones en tensión minimizando el peso, y así corroborar que la solución 
del algoritmo es correcta, aunque se ha visto que es una buena solución ya que 
se parece a la estructura real. 
 
 
 
 
Fig. 4.31 Comparación de las 2 estructuras [1] 
 
 
Se puede ver como la solución del algoritmo es totalmente correcta, incluso la 
forma es mejor que la del otro método, aun así las barras de este segundo 
método son más finas que las del propio método analizado. 
 
Se vuelven a comparar datos de interés, como el número de elementos, el 
tiempo de cálculo, el número de iteraciones para que converja y el porcentaje 
de elementos eliminados, entre los dos métodos. Los mostraremos en la 
siguiente tabla, donde el algoritmo 1 es el estudiado en este trabajo y el 
algoritmo 2 es el de restricciones en tensión minimizando el peso. Cabe decir 
que se compara con el mejor caso de las tres diferentes formulaciones que 
tiene el algoritmo 2 (local, global y por bloques).  
 
 
Tabla 4.16. Comparativa de los datos más relevantes de ambos algoritmos [1] 
 
Viga MBB Algoritmo 1 Algoritmo 2 
Número de elementos 15151 4800 
Número de iteraciones 130 772 
Tiempo de cálculo (s) 1040 4100 
Elementos eliminados (%) 40% 86 
 
 
Se ve que el número de elementos del algoritmo es el triple, y aun así calcula 4 
veces más rápido. También se puede ver como el número de iteraciones es 
casi 6 veces menor que el del otro método. En el segundo método han utilizado 
una malla de tan pocos elementos debido a que a la hora de la resolución solo 
calcularon la mitad de la estructura y a la otra parte aplicaron simetría. Sin 
embargo, el algoritmo dos es capaz de dar una estructura con barras mucho 
más estrechas, podemos ver que es un algoritmo mucho más estudiado. De 
algoritmo estudiado en este trabajo se esperan unos resultados así de 
favorables con futuros estudios. Aun así este consigue resultados con un 
número muy inferior de iteraciones, ya que converge con 130 pero a partir de 
80 iteraciones la estructura es prácticamente idéntica. 
 
Por último se buscará la estructura óptima para una viga biapoyada de gran 
canto con carga inferior. 
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4.6. Viga biapoyada de gran canto con carga inferior 
 
A continuación se muestra el último ejemplo de aplicación, que es una viga 
biapoyada de gran canto con carga inferior, del cual se vuelve a tener una 
solución conocida, como en todos los ejemplos anteriores, con la que 
comparar. Este ejemplo también podría representar el problema de un puente, 
pero de una manera muy simple.  
 
En la figura 4.32 se ve el esquema del problema, con las dimensiones en 
metros, la posición de la fuerza P aplicada en el centro de la parte inferior con 
un valor de 100 kN con los movimientos horizontales permitidos. Para este 
ejemplo también se ha tenido en cuenta el propio peso de la estructura. Añadir 
también que la tensión de Von Mises inicial es de 1,64 MPa. 
 
 
 
 
Fig. 4.32 Planteamiento del problema de la viga MBB 
 
 
La malla utilizada será de 15.740 elementos triangulares de tres nodos. El 
dominio tendrá un espesor inicial de 1metro y será de acero con una densidad 
de 7850 kg/m3, un módulo de elasticidad de 2,1x105 MPa y un coeficiente de 
Poisson de 0,3. 
 
La metodología a seguir fue la misma que en el caso anterior, primero se hacía 
una iteración con un valor cualquiera de σ* para saber σ0 ya que se mantiene 
constante sin importar el valor de los otros parámetros, una vez conocida la 
tensión de Von Mises inicial se volvía a ejecutar el algoritmo con un valor  de σ* 
algo menos del doble que σ0. 
 
A continuación se muestra la estructura óptima resultante, con lim = 0,4 m y         
σ* = 2,6 MPa con una tensión de Von Mises inicial (σ0) de 1,64 MPa, siendo 
Vm el espesor. Para llegar a esta solución se necesitaron 100 iteraciones y 
tardó 800 segundos. De los 15.740 elementos iniciales quedan 8.602, 
perdiendo casi el 65% de los elementos de inicio, se puede ver que desde los 
puntos de apoyo se forma un arco, juntándose con cuatro barras que salen 
donde se aplica la fuerza puntual y se juntan con el arco, se ve el resultado en 
la figura 33. 
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Fig. 4.33 Solución óptima de la viga biapoyada 
 
 
Una vez más se mostrará una tabla y una gráfica con todos los resultados que 
se han ido obteniendo, variando el lim y la σ*. La primera columna corresponde 
a valores de lim y la primera fila a valores de σ*. Los colores son verde para la 
estructura óptima, naranja para las factibles y rojo para las no factibles 
físicamente. Las celdas del interior las ocupan el número de elementos. En la 
gráfica se ve en el eje vertical el número de elementos y en el eje horizontal la 
tensión objetivo a la que intenta llegar al estructura (σ*), todo esto en función 
del límite de corte. Los colores son verde para la estructura óptima, naranja 
para las factibles y rojo para las no factibles físicamente. 
 
 
Tabla 4.17. Nº de elementos en función de lim y σ* 
 
lim\σ* 1,8 2 2,2 2,4 2,6 2,8 3 3,2 3,4 3,6 
0,3 13811 13572 13351 13012 12719 11254 10448 9515 8675 8159 
0,4 12919 12507 10953 9759 8602 7793 3415 3085 2820 2647 
0,5 10732 9389 8189 7113 3030 2679 2454 2140 1908 1896 
 
 
 
Fig. 4.34 Gráfica del nº de elementos en función de lim y σ* 
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Se puede ver que para un límite de 0,3 m el número de elementos va 
decreciendo de manera constante hasta llegar a una tensión de 2,6 MPa 
cuando empiezan a decrecer más rápidamente hasta llegar a una solución 
óptima para 3,4 MPa. Para los otros dos valores del límite sucede lo mismo, a 
partir de un valor de tensión hay una bajada drástica del número de elementos 
que forman la estructura y como una vez se bajan los 4.000 elementos se 
necesitan grandes tensiones para perder elementos, también destacar que la 
solución llega un momento en la que aunque se aumente el valor de la tensión 
deja de perder elementos. Por último añadir que la mejor solución vuelve a 
estar en el límite 0,4 m y justo en la frontera entre lo factible y lo no factible. 
 
A continuación se muestran unas imágenes de los diferentes resultados según 
los valores de los parámetros. La primera es una estructura factible con un 
valor del límite de 0,3 m y una tensión de 3 MPa, donde vemos que incluso con 
las cuatro barras están mejor definidas pero también son más gruesas. La 
segunda, en cambio, es una estructura no factible físicamente donde lim = 0,5 
m y σ* = 2,4 MPa, donde han desaparecido todas las barras. 
 
 
 
Fig. 4.35 Estructura factible con un valor del límite de 0,3 metros y una tensión 
de 3 MPa 
 
 
Fig. 4.36 Estructura no factible físicamente donde lim = 0,5 m y σ* = 2,4 MPa 
 
 
A continuación se vuelven a mostrar las relaciones acompañadas por unas 
tablas con los valores de dichas relaciones. En la primera columna se ven los 
valores del límite de corte y en la primera fila los valores del cociente σ0/σ*. En 
la segunda tabla encontramos en la primera fila los valores de la diferencia de 
tensiones. 
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Tabla 4.18.  Resultado de las relaciones 
 
 
  
 (4.1) 
 
 
Tabla 4.19. Resultado de las relaciones 
 
 
 
 
 
  (4.2) 
 
 
Una vez más la primera relación sigue el mismo patrón que para los cuatro 
ejemplos anteriores, donde el 0,63 da la estructura factible, si este valor 
aumenta la estructura se vuelve no factible, en cambio si disminuye la 
estructura será factible, destacar que para el valor de 0,62 la estructura 
también se podría considerar óptima.  
 
En cuanto a la segunda relación se puede concluir que no sigue un patrón, y 
por lo tanto se deduce que el valor de la tensión σ* es proporcional al de σ0 y 
no depende de la diferencia entre ellos sino del cociente.  
 
A continuación se vera de una forma más detallada la evolución de la 
estructura óptima en función del número de iteraciones. Se puede ver que en la 
iteración 20 la estructura ya está formada ya que muchas partes del dominio 
están por debajo de 0,4 m. En la iteración 30 la estructura prácticamente no 
varía de forma, con 50 ya tiene todas las barras formadas y lo único que le 
sucede hasta que la solución converge con 100 iteraciones es que va 
perdiendo algunos pocos elementos.  
 
 
 
  Iteración 1     Iteración 20 
 
 
lim\(σ0/σ*) 0,91 0,82 0,75 0,68 0,63 0,59 0,55 0,51 0,48 0,46 
0,3 0,33 0,37 0,40 0,44 0,48 0,51 0,55 0,59 0,62 0,66 
0,4 0,44 0,49 0,54 0,59 0,63 0,68 0,73 0,78 0,83 0,88 
0,5 0,55 0,61 0,67 0,73 0,79 0,85 0,91 0,98 1,04 1,10 
lim\Δσ 0,16 0,36 0,56 0,76 0,96 1,16 1,36 1,56 1,76 1,96 
0,3 1,88 0,83 0,54 0,39 0,31 0,26 0,22 0,19 0,17 0,15 
0,4 2,50 1,11 0,71 0,53 0,42 0,34 0,29 0,26 0,23 0,20 
0,5 3,13 1,39 0,89 0,66 0,52 0,43 0,37 0,32 0,28 0,26 
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  Iteración 30     Iteración 50 
 
 
Iteración 70 
Fig. 4.37 Evolución en iteraciones de la solución óptima 
 
 
Este ejemplo no será comparado con el método basado en restricciones en 
tensión minimizando peso, sino que será con un algoritmo genético que daba 
una mejor solución [2]. El algoritmo estudiado en este trabajo es el uno 
mientras que el genético será el dos. A continuación mostramos una imagen de 
las dos soluciones para ver como la forma es idéntica y por lo tanto el método 
vuelve a funcionar y después se verá una tabla comparando los datos más 
relevantes de la solución.  
 
 
 
Fig. 4.38 Comparación de las soluciones óptimas 
 
 
Tabla 4.20. Comparativa de los datos más relevantes de ambos algoritmos [2] 
 
Viga biapoyada Algoritmo 1 Algoritmo 2 
Número de elementos 15740 2450 
Número de iteraciones 100 311 
Tiempo de cálculo (s) 800 161 
Elementos eliminados (%) 65 94 
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Aunque las diferencias entre tiempos sean tan grandes simplemente se debe a 
que casi 6,5 veces mayor el número de elementos de la malla. El algoritmo dos 
utiliza un método mucho más estudiado capaz de dar resultados muy buenos 
pero lo importante es comprobar que la forma de ambas soluciones es la 
misma. 
 
A lo largo de este capítulo se han podido deducir algunos aspectos importantes 
que se exponen a continuación. Las claras ventajas del algoritmo respecto a 
otros métodos en cuanto a velocidad tanto de cálculo como para converger, su 
versatilidad ya que ha dado buenas soluciones a los 5 ejemplos. Se ha 
demostrado ejemplo tras ejemplo que las soluciones dadas por este nuevo 
método son totalmente correctas, pero no son las más óptimas y se deja para 
estudios posteriores mejorar el algoritmo para que acabe dando soluciones que 
garanticen el mínimo peso. 
 
En cuanto al objetivo de conseguir alguna relación que se mantenga para todos 
los ejemplos y así calcular los valores de lim y σ* automáticamente para lograr 
las estructuras más ligeras se ha cumplido parcialmente, ya que la relación 
necesitaría de algún parámetro más para acabar de mantenerse constante. 
Aun así, una solución fácil sería tomar el valor del límite como 0,4 m para todos 
los futuros problemas, ya que de los cinco ejemplos cuatro daban las 
estructuras óptimas con ese valor (la viga MBB daba la estructura óptima con 
un límite de 0,3 pero el resultado más ligero también fue con 0,4 m) y calcular 
después σ* ya que es un valor que está por encima de σ0. Para el arco y el 
voladizo de Michell se tiene σ0/σ* igual a 0,8 y para los otros tres ejemplos tiene 
un valor de 0,5, aunque en el caso de la viga biapoyada y la MBB sería con un 
límite de 0,3 m. Habría que buscar alguna explicación de porqué sucede esto y 
como beneficiarse. 
 
Por ultimo añadir que tras todos estos ejemplos, se ha visto una ventaja muy 
importante de este método y es que no deja distribuciones de material en 
damero o formando islas, volviendo la solución no factible. También se ha 
podido comprobar que a diferencia de otros métodos, en este, cuando un 
elemento es eliminado puede volver a ser utilizado si el algoritmo así lo 
requiere.  
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CAPÍTULO 5. CONCLUSIONES Y FUTURAS LÍNEAS DE 
INVESTIGACIÓN 
 
5.1 Conclusiones 
 
En este apartado se exponen las conclusiones que se han ido extrayendo a lo 
largo del desarrollo del trabajo. 
 
Primeramente, gracias al estudio del estado actual del arte de la optimización 
de estructuras, se puede afirmar que los problemas de optimización con 
soluciones de máxima rigidez no resuelven el problema típico en ingeniería, y 
por lo tanto tiene aplicaciones reducidas, ya que en ingeniería se busca 
minimizar el coste, lo que se consigue con mínimo peso. 
 
La gran mayoría de estos métodos destacan por la necesidad de tener una 
función objetivo que derivar y encontrar sus gradientes para buscar el mínimo 
peso capaz de aguantar la carga predefinida. Sin embargo, con este nuevo 
enfoque el problema de optimización está implícito en el algoritmo y no se tiene 
la necesidad de calcular ni derivar una función, ahorrando así costes 
computacionales. 
 
Pero antes de entrar en el algoritmo propiamente, se extrae una conclusión 
muy importante sobre la formulación matemática y el problema estructural. Se 
demuestra, una vez más, la potencia del Método de los Elementos Finitos 
capaz de dar el valor (aproximado, pero muy exacto con una buena malla) del 
campo de tensiones y de deformaciones con un coste computacional 
aceptable. 
 
Una vez realizado el estudio del comportamiento del algoritmo basado en el 
problema de optimización natural de la formación de estructuras óseas, en 
función del número de elementos finitos de la malla, se pueden extraer las 
siguientes conclusiones: Como se ha explicado en el trabajo los métodos de 
optimización con formulaciones continuas tienen soluciones que dependen del 
número de elementos de la malla, con más elementos mejor es la solución. Por 
lo tanto, se hace el estudio con un caso particular para encontrar a partir de 
qué valor de elementos la solución no varía prácticamente, y se encuentra que 
a partir de los 12.500 elementos triangulares la solución ya es aceptable, aun 
así se decide trabajar por encima de los 15.000 elementos para garantizar 
soluciones exactas. Trabajar con tantos elementos vuelve lento al algoritmo y 
hubo que acelerar el proceso vectorizando el ensamblaje, y utilizando la 
función sortrows antes de ensamblar la matriz de rigidez, pasando de tiempos 
por iteración para 15.000 elementos de cerca de 90 segundos a poco más de 8 
segundos. 
 
Gracias a la realización de los cinco ejemplos de aplicación se pudo deducir 
que el algoritmo da soluciones que coinciden con la solución teórica o la 
solución que propone otro método como puede ser el de optimización a partir 
de restricciones en tensión minimizando el peso. Por lo tanto, se puede afirmar 
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que el algoritmo está bien propuesto ya que da soluciones que se asemejan a 
las soluciones de mínimo peso. Aunque los resultados son muy 
esperanzadores no son extraordinarios, ya que las estructuras no son todo lo 
ligeras que podrían serlo. 
 
El estudio de los cinco ejemplos de aplicación también tenía como objetivo 
analizar el comportamiento de las soluciones en función de dos parámetros 
clave, como son el límite de corte del espesor a partir del cual se le considera 
nulo, y la tensión objetivo a la que el algoritmo intenta que llegue la estructura. 
Se deduce que el valor del límite que hace la solución óptima es 0,4 metros, en 
los cinco casos. Este límite ha sido el que ha dado las estructuras factibles más 
ligeras, aunque en el caso de la viga MBB se desestimó esta solución porque la 
forma resultante no se parecía al resultado teórico ni al dado por el otro 
método; y en el caso de la viga biapoyada tenía solución óptima para 0,3 y 0,4 
metros. De la tensión objetivo σ* se deduce que siempre está por encima del 
valor de σ0, en tres de los cinco ejemplos (arco, voladizo de Michell y viga 
biapoyada) se tiene que el cociente de tensiones σ0 / σ* tiene un valor 
aproximado de 0,5, mientras que para los ejemplos de la viga en voladizo o 
cantiliver y la viga MBB el valor del cociente era 0,77 y 0,8 respectivamente, 
añadir que para el resultado óptimo de la viga biapoyada con un límite de 0,3 m 
el cociente era de 0,48. Se hicieron dos relaciones para vincular estos 
parámetros, la primera relacionaba el valor del límite con el valor del cociente 
de tensiones, y la otra relacionaba el límite con el valor de la diferencia de 
tensiones. La relación con la diferencia de tensiones se desestima ya que 
durante los cinco ejemplos de aplicación no sigue un patrón que pueda ayudar 
al objetivo de calcular el valor de estos parámetros para que den la estructura 
óptima sin la necesidad de hacer varias pruebas antes. La segunda relación sí 
que es interesante, dando un valor de 0,75 y 0,81 para el arco y el voladizo de 
Michell respectivamente y 0,522, 0,38 y 0,6 para la viga en voladizo, la viga 
MBB y la viga biapoyada respectivamente. Por lo tanto, el objetivo está 
parcialmente cumplido, ya que aunque los valores de las relaciones no 
coinciden exactamente son valores muy cercanos lo que lleva a pensar que 
aun falte añadir algún parámetro más a la relación. El algoritmo no será capaz 
de encontrar la estructura más óptima sin tener que hacer prueba y error, 
aunque una solución fácil sería poner como constante el límite de corte en 0,4 
m y calcular σ0 con un valor cualquiera de σ*, ya que se mantiene constante, 
para después encontrar σ* haciendo σ0 / 0,8 ó σ0 / 0,5 dependiendo del 
ejemplo. 
 
Este trabajo, como se ha visto, es introductorio y deja mucho camino por 
recorrer. En el siguiente apartado del último capítulo se indican posibles futuras 
líneas de investigación.    
 
 
5.2. Futuras líneas de investigación 
 
Como el propio título del trabajo cita, este trabajo trata sobre un nuevo enfoque 
en optimización topológica y como tal es un trabajo introductorio al método. Por 
consiguiente se dejan muchos aspectos por desarrollar, a continuación se citan 
los más relevantes. 
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Este nuevo método se basa en el problema de optimización natural de la 
formación de los huesos. Por lo tanto una manera de mejorar el algoritmo y la 
calidad de las soluciones sería estudiando más a fondo como afecta la tensión 
al desarrollo de los huesos y modificar el algoritmo para que se asemeje más al 
crecimiento de huesos. 
 
Otro aspecto muy importante sería analizar y averiguar porque no es necesaria 
una función objetivo que derivar, como en los otros métodos, y encontrar en 
que parte del algoritmo se encuentra explícitamente. 
 
También se podría continuar el estudio empezado en este trabajo y comprobar 
con más ejemplos la validez de los resultados. Buscando también el parámetro 
o los parámetros que falten para encontrar una relación que se conserve a lo 
largo de los ejemplos y poder calcular sin la necesidad de hacer prueba y error. 
 
Otro aspecto que queda por resolver sería explicar el porqué de la división de 
los ejemplos en función del valor del cociente σ0 / σ*, ya que para tres 
estructuras de las estudiadas el valor era 0,5 aproximadamente y para otras 
dos estructuras era 0,8. Habría que estudiar si esta división es fruto de la 
casualidad o depende de otros factores como la tipología del problema, las 
dimensiones del dominio, entre otras. 
 
Por último, sería interesante mejorar el algoritmo introduciendo rutinas que 
favorezcan la aparición de distribuciones más binarias que las actuales, y así 
reducir el peso de la estructura y llegar a soluciones más parecidas a las de 
mínimo peso. A continuación se muestra la estructura resultante del ejemplo de 
la viga en voladizo (capítulo 4 apartado 3)  con una mejora en el algoritmo que 
introdujo el Dr. José Francisco Zárate, director de este Trabajo de Final de 
Carrera. 
 
 
Fig. 5.1 Viga en voladizo calculada con una mejora del algoritmo  
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